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Nous représentons la surface de Boy comme surface algébrique réelle rationnelle
du sixiéme degré engendrée par des ellipses et paramétrée dans R® par trois frac-
tions rationnelles quotients de polyndmes du quatriéme degré. Nous représentons
également la surface de Boy comme partie d’une surface algébrique réelle ration-
nelle du seiziéme degré et paramétrée dans R* par trois polynémes homogénes du
quatriéme degré définis sur la sphére.  © 1986 Academic Press, Inc.
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1. INTRODUCTION

La construction par W. Boy [BO1, BO2] en 1901 de la surface qui porte
maintenant son nom répondait négativement a une question que lui avait
posé D. Hilbert concernant Pimpossibilité d’immerger le plan projectif réel
P(R?) dans R La construction de W. Boy, purement géométrique, con-
sistait a donner les courbes de niveau de la surface relativement a une
fonction hauteur (Figs. 1-3) ce qui rentrerait maintenant dans le cadre de
la théorie de Morse.

Une remarque ultérieure de D. Hilbert a montré que 'on pouvait faire
cette construction en imposant a la surface d’avoir un axe de symétrie ter-
naire la coupant en son point triple et en un autre point que nous
appellerons péle de la surface. Cest cette derniére surface qui est main-
tenant connue sous le nom de surface de Boy (Fig. 0).

Les différentes représentations du plan projectif réel dans R* connues jus-
qu’alors, essenticllement le bonnet croisé de Steiner (Figs. 9-11) et la sur-
face romaine de Steiner (Fig. 39), admettaient des singularités mais avaient
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FiG. 0. (Haut) Premiére surface de Boy d’aprés [BO1]. (Bas) Surface de Boy avec axe de
symétrie ternaire d'aprés [CO].

FiG. 1. Sections planes de la surface de Boy par des plans perpendiculaires & laxe de
symétric ternaire et situés du coté du plan des cols opposé au pdle.
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FiG. 2. Section plane par le plan des cols.

toutefois I'avantage considérable a I'époque d’admettre des représentations
paramétriques polyndmiales.

Le probléme s’est donc tout de suite posé d’avoir une telle représentation
paramétrique pour la surface de Boy, et méme de la représenter comme
surface algébrique réelle ce qui n’est pas possible pour les surfaces de
Steiner & cause de la présence de paires de singularités du type “bonnet
croisé” qui introduisent des demi-droites parasites (Fig. 4). (D’une fagon
générale une variété algébrique réelle admet en chaque point un voisinage
homéomorphe a4 un cdne sur un complexe simplicial de caractéristique
paire ce qui exclut le bonnet croisé (D. Sullivan [SU]J)).

FiG. 3. Sections planes par les plans perpendiculaires 4 'axe de symétrie ternaire et situés
entre le plan des cols et le pdle.
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Fi6. 4. Deux singularités du type bonnet croisé sur la cubique réglée.

Dans son article [BO1] W.Boy esquisse un plan de travail quil n’a
jamais mis en oeuvre pour déterminer sa surface par une équation algébri-
que dont il remarque que le degré sera au moins six:

..Mit der geometrischen Construktion ist die immerhin befremdliche Méoglichkeit
der Existenz von singularititenfreien Funktionen f(x, y) gezeigt, deren reeller Wer-
tevorrat ganz im Endlichen liegt, und die zwei Extreme und ein Maximinimum
haben. Ein Weg dazu zeigt sich ohne Weiteres. Man miisste die Curven unseres
Systems algebraisch approximieren und nun die Coefficienten nicht als Zahlen, son-
dern als Funktionen eines Parameters z darstellen, bei dessen Anderung die Curven
des Systems durchlaufen werden. Die wirkliche Aufstellung der Funktion scheint
aber nicht ganz einfach zu sein. Die Gleichung dieser Flache wie der folgenden wird
mindestens von sechsten Grade.

Malgré une construction empirique de la premiére surface trouvée par
Boy permettant la réalisation d’'un modeie coté donnée par F. Schilling en
1924 [SC], le probléme ne semble pas évoluer puisquen 1932 D. Hilbert et
S. Cohn—Vossen le mentionnent dans [CO]:

Ob es algebraische Flachen von der Gestalt der Boyschen Fliache gibt, ist noch
nicht untersucht.

On en retrouve la trace dans le cours de H.Hopf a Stanford en
1955-1956 [HO] ou il précise la forme sous laquelle on peut chercher une
immersion du plan projectif réel dans R>:

..For the projective plane, this could be done, for example, by specifying three
functions on the 2-sphere which are even and such that the rank of their Jacobian is
2. It is conjectured that this can be done with homogeneous forms of even degree.
However, it is impossible with quadratic forms and is conjectured to be impossible
with quartic forms.

Cest en 1978 que B. Morin [MO1] donne la premiére paramétrisation
explicite de la surface de Boy comme modéle central du retournement de la
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FiG. 5. Projection sur un plan parallele & I'axe de symétrie de la surface de Boy
paramétrée d’aprés [MO1] par trois fractions rationnelles quotients de polyndmes du
douzieme degré.

sphére par trois fractions rationnelles quotients de polynémes du douziéme
degré définies sur la sphére privée des deux péles, se prolongeant en une
immersion de classe C' mais non C? (Figs. 5, 6).

En cherchant a réaliser un modéle en fil de fer de cette paramétrisation a
partir des images des droites projectives correspondant aux méridiens de la
sphére, le sculpteur Max Sauze efiit I'idée d’approcher ces courbes par des
ovales. De I'ovale a T’ellipse il n’y a qu’un pas qui fit franchi en 1981 par
J-P. Petit et J. Souriau [PE] pour donner une paramétrisation par des
fonctions transcendantes de la surface de Boy engendrée par des ellipses
passant par le pdle de la surface. La qualité picturale de cette représen-
tation paramétrique est remarquable, malheureusement les auteurs ne don-
nent aucun moyen de vérifier si elle est effectivement de rang deux.

FiG. 6. Projection sur un plan perpendiculaire a I'axe de symétrie.
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Dans le présent travail nous nous proposons de répondre & certaines
questions posées sur la surface de Boy. Nous montrerons dans le
paragraphe II que, comme le pensait Boy, le degré minimum de sa surface
est six, que si on en cherche plutdt une représentation paramétrique par
trois polyndmes homogénes de méme degré pair sur la sphére, comme le
suggére H. Hopf, ce degré est au moins quatre, et enfin que I'immersion
de Boy n’est pas la projection dans R* d’un plongement du plan projectif
réel dans R*.

Dans les paragraphes III et IV nous construirons effectivement la surface
de Boy comme surface algébrique réelle du sixiéme degré engendrée par
une famille d’ellipses passant par le pOle, et paramétrée par trois fractions
rationnelles quotients de polyndmes homogénes du quatriéme degré se
prolongeant par continuité sur toute la sphére en une immersion en
position générale de classe C' mais non C2 Son équation est:

64(Xo— X;)* X3—48(X,— X3)? X3(3X% + 3X3+2X3)
+12(Xo — X3) X5[27(XF + X3) - 24X3(X7 + X3)
+36/2X, X, (X2—3X2) + 4X%]
+(9X3 +9X3 - 2X3)[ - 81(X7 + X3)° — T2X3(X} + X3)
+108,/2X, X5(X2—3X2) +4X4] =0.

Notons que I'on parviendra a en déterminer la courbe double comme
courbe du sixiéme degré unicursale du type “hélice tripale” (Fig.29) et
qu’un voisinage de cette courbe dans la surface est un ruban de Mobius
immergé dans R* (Fig. 31). En fait cette surface de Boy appartient a une
famille & un parameétre de surfaces du sixiéme degré permettant de la défor-
mer continlment en la surface romaine de Steiner, cette déformation
passant du domaine des immersions a un voisinage de la surface romaine
contenant des singularités stables par l'intermédiaire d’une singularité dont
on démontrera la généricité au paragraphe V. Il s’agira de la confluence
hyperbolique de deux bonnets croisés (Figs.7, 8, 12-14). Les formules
algébriques dans différents repéres sont rassemblées dans 'appendice A.

Fic. 7. Deux bonnets croisés avant confluence.
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FiG. 8. Surface sans singularités aprés confluence hyperbolique des deux bonnets croisés,

FiG. 9. Courbe double du bonnet croisé combinatoire.

I

Fic. 10. Modéle combinatoire du bonnet croisé de Steiner.
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Fic. 11. Bonnet croisé de Steiner.
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FiG. 12. Courbe double de la surface de Boy combinatoire.

L

FiG. 13. Modéle combinatoire de la surface de Boy aprés confluence hyperbolique des
deux bonnets croisés sur la surface de Steiner.

FiG. 14. Modé¢le de la surface de Boy obtenu par confluence hyperbolique des singularités
sur le bonnet croisé de Steiner. Ce modéle est & rapprocher du premier exemple de W. Boy
(Fig. 0).
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Il est a signaler qu'une étude systématique des surfaces rationnelles du
sixiéme degré engendrées par une famille 3 un parameétre de coniques €était
déja faite par Th. Reye en 1896 [RE] et que bien que notre famille
corresponde a un cas singulier (décomposition de la courbe double en une
sextique et deux droites) de la classe de ces surfaces ayant une section plane
générique de genre deux, W. Boy aurait pu y trouver sa surface.

Le paragraphe VI nous montrera qu’il est légitime de chercher a
paramétrer la surface de Boy par trois polyndomes homogénes de méme
degré pair définis sur la sphére, comme le conjecturait H. Hopf, et nous
construirons explicitement au paragraphe VII une telle paramétrisation
avec des polyndmes du quatriéme degré réfutant ainsi la deuxiéme conjec-
ture mentionnée par H. Hopf.

Ces trois formes quartiques définies sur la sphére sont

Fi=4[(2x* — y* = 22)(x* + y* + 2) + 2yz(y* — 2°)
+ zx(x? = 22) + xy(y* — x?)]

Fz=§ [(»? =22 +y*+ 22) + zx(2> — x*) + xp(y? — x%)]

Fy=(x+y+2)[(x+y+2) +4(y —x)(z—y)x—2)].

Cest a l'aide de la technique des polyndmes alternés, dont le résultat
essentiel est rappelé dans l'appendice B, que nous prouverons au
paragraphe VIII que cette paramétrisation est bien de rang 2 sur la spheére.

Le principe commun a toutes ces paramétrisations se trouve dans la note
[MO1] déja citée. Dans cette note B. Morin reconstruit la surface de Boy
a partir de son contour apparent vu du centre de la sphére osculatrice en
son pdle, ce contour apparent étant supposé &tre une hypocycloide a trois
rebroussements. La construction consiste alors & perturber la projection
centrale de la surface de Boy sur la sphére osculatrice en son pdle par un
facteur radial reconstituant cette derniére. La construction que nous effec-
tuerons au paragraphe III reposera sur I'hypothése que le contour apparent
de la surface deBoy vu de son pdle est une hypocycloide a trois
rebroussements et nous chercherons a relever les tangentes a ’hypocycloide
par des ellipses passant par le pdle.

Enfin la construction du paragraphe VII partira du contour apparent de
la surface de Boy vu du point a l'infini de son axe de symétrie ternaire que
I'on cherchera a relever verticalement par une fonction hauteur.

Avant d’entrer dans le vif du sujet plagons-nous pour un instant dans le
cadre plus large des immersions du plan projectif réel P(R?) dans R®. Une
premiére maniére de classer ces immersions consiste 4 former les classes
d’homotopie réguliére c’est-i-dire a considérer comme equivalentes deux
immersions homotopes par immersions dans R>.
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Fi1G. 15. Surface de Boy directe.

11 résulte d’un travail de 1. James et E. Thomas [JA] qu’il y a exactement
deux classes d’homotopie régulicre de P(R?) dans R> Le fait que I'on
puisse imposer a des représentants de ces classes I'équivariance par
symétrie ternaire est signalé par E. Bierstone [BI]. Sachant qu'une
homotopie réguliére ne modifie pas le reste modulo 4 du nombre de demi-
tours orientés d’un ruban de Mébius autour de son 4me et qu'une symétrie
par rapport 4 un plan change le signe de ce nombre, et sachant que tous les
rubans de Mdbius de la surface de Boy sont réguliérement homotopes car
il 0’y a qu’une classe d’homotopie non triviale dans le groupe fondamental
du plan projectif réel constituée des 4mes de rubans de Mobius, on en
déduit que la surface de Boy et son image dans un miroir représentent les
deux classes précédentes (Figs. 15, 16).

Nous appellerons immersion de Boy directe celle pour laquelle les rubans
de Mobius font un demi-tour dans le sens du tire-bouchon modulo 4. Clest
le cas de 'immersion construite par Boy et de celles qui résultent des
paramétisations citées précédemment. On reconnait qu'une surface de Boy
est directe en regardant orientation de I'hélice tripale représentant sa
courbe d’auto-intersection. L’hélice tripale doit étre a pas positif.

Une classification plus fine consiste a considérer les classes d’homotopie

F1G. 16. Surface de Boy inverse.



SURFACE DE BOY 195

par immersions en position générale, c’est-a-dire que l'intersection des plans
tangents en un point multiple de I'image d’une telle immersion est de
dimension minimum. Les classes d’homotopie réguliére se divisent alors en
sous-classes, le passage de I'une a lautre de ces sous-classes se faisant
génériquement par six déformations décrites dans [MO2].

Le probiéme qui se pose tout naturellement est de caractériser la sous-
classe de 'immersion de Boy directe. Nous verrons au paragraphe I1 qu’une
condition nécessaire d’appartenance a cette classe est que 'ensembie des
antécédents des points doubles soit 'image dans P(R?) d’un cercle par une
immersion en position générale admettant trois points doubles, cette image
étant par ailleurs non homotope a zéro dans P(R?) et s’envoyant dans R’
sur une hélice tripale & pas positif.

Malheureusement cette condition n'est pas suffisante. Pour s’en rendre
compte on peut déformer 'immersion de Boy directe 4 l'aide de I'une des
six déformations génériques décrites dans [MO2], en l'occurrence de la
déformation du type D1. Une telle déformation est caractérisée par la don-
née de deux chemins simples a supports disjoints de la surface source de
I'immersion en position générale, dont les origines ont une image commune
distincte de I'image commune des extrémités. On suppose de plus que
T'union des deux supports borde un disque plongé dans le complémentaire
de I'image de I'immersion.

Au but, la surface se présente comme un paraboloide hyperbolique et un
plan paralléle au plan tangent au col dont la cote est le paramétre de défor-
mation. Le premier chemin joint les deux sommets de 'hyperbole d’auto-

F1G. 17. Surface représentée par un plan et un paraboloide hyperbolique avant le passage
d’une singularité du type D1. Deux points a et b de la courbe double sont reliés d’une part par
un segment (s) du plan et d’autre part par un arc de parabole (c) de la quadrique. (¢) et (5)
bordent un disque dans le complémentaire de la surface.
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Fig. 18. Surface aprés passage de la singularité du type D1.

intersection par un segment du plan tandis que le second les joints par un
arc de parabole du paraboloide hyperbolique (Figs. 17, 18). A la source la
déformation réalise une chirurgie sur la courbe d’auto-intersection le long
des deux chemins.

On peut, selon une idée de B. Morin, appliquer cette déformation a I'im-
mersion de Boy directe en tragant les deux chemins: 'origine commune et
I'extrémité commune sont situées aux sommets de deux pales distinctes de
I’hélice tripale que I'on joint d’abord par le chemin le plus direct, puis par
un chemin passant par le péle, en controlant que les deux chemins arrivent
en un méme point double par deux nappes distinctes. Les deux chemins
ainsi tracés bordent un disque dans le complémentaire de la surface.

Le passage de la singularité générique D1 permet de déformer 'immer-
sion de Boy en une nouvelle immersion dont I'image est construite sur les
figures 19-24.

L’image réciproque de la courbe d’auto-intersection de la surface de Boy
directe ou inverse est un lacet tracé le long de I'sme d’un ruban de Mébius

F16. 19. Surface de Boy.
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FiG. 20. Modéle combinatoire de la surface de Boy.
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FiG. 21. Courbe double du modéle combinatoire de la surface de Boy.
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FiG. 22. Déformation du modéle

combinatoire de la surface de Boy par passage d’une

singularité du type D1. Il manque deux disques sur ce modele.

Fi1G. 23. Nouvelle courbe double sur le modéle combinatoire (Fig. 22).
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FiG. 24. Modéle combinatoire obtenu aprés avoir ajouté les deux disques manquants & la
figure 22.

et ayant trois boucles situées alternativement d’un c6té ou de lautre de
I'ame, chacune de ces boucles bordant un disque. Aprés la chirurgie
précédente nous obtenons toujours un lacet tracé le long de 'Ame d’un
ruban de Mdbius mais admettant cette fois-ci une boucle le long de laquelle
sont placées deux boucles situées a 'intérieur de la premiére (Figs. 24-28).

Seules ces deux petites boucles bordent un disque ce qui prouve que la
nouvelle immersion n’est ni dans la classe de I'immersion de Boy directe ni
dans celle de l'immersion de Boy inverse. On remarque alors que la
nouvelle courbe d’auto-intersection (Fig. 23) est une hélice tripale a pas
négatif de sorte qu’aprés une symétrie plane dans R* nous obtenons une
immersion en position générale de P(R*) dont la courbe d’auto-intersection
est une hélice tripale a pas positif qui se reléve dans P(R?) en I'image non

FiG. 25. Image réciproque de la courbe double de la surface de Boy sur le plan projectif
obtenu a partir d’'un disque par les identifications indiquées par les nombres et les fléches. Les
trois boucles de la courbe double bordent trois disques hachurés.
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Image réciproque de la courbe double sur un ruban de Mobius représenté par

F1G. 26.
une bande dont les bouts sont convenablement identifiés.
homotope a zéro d’un cercle par une immersion en position générale a trois

points doubles.

Cet exemple nous suggére, pour tenter de caractériser la classe de I'im-
mersion de Boy directe, d'imposer, en plus des conditions précédentes, aux
trois boucles de I'image réciproque de la courbe d’auto-intersection de bor-
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Fi6. 27. Voisinage de I'hélice tripale dans I'immersion obtenue & partir de celle de Boy par
passage de la singularité du type D1 comme indiqué dans la figure 22. Le bord de ce voisinage

est constitué de quatre cercles non enlacés.

607/61/3-2
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Fi6. 28. Image réciproque de la courbe double de I'immersion décrite en les figures 22 et
27 sur un ruban de Mobius. Seules deux des trois boucles bordent un disque hachuré.

der trois disques. Le ruban de Mobius immergé en position générale dans
R? et représentant un voisinage de I'hélice tripale dans la surface est
entiérement déterminé par la condition imposant aux trois pales de I'hélice
de border trois disques plongés dans la surface et dans R* (Figs. 29, 31).
Pour compléter la surface il suffit alors de plonger un disque de R® ne ren-
contrant le ruban de Mdbius immergé que le long de leur cercle bord com-
mun (Figs. 30, 32). On peut alors imaginer deux mani¢res de plonger ce
disque suivant qu’il passe au-dessus ou en dessous du point triple de
Phélice, 'axe de symétrie de I’hélice étant orienté verticalement. Les deux
surfaces ainsi obtenues se déduisent 'une de I'autre, 4 un difféomorphisme
de R® prés, par une symétrie droite laisant invariante I'hélice tripale
(Fig. 33).

Nous appellerons surface de Boy directe 'image d'une immersion en
position générale de P(R?) dans R® dont la courbe d’auto-intersection est
une hélice tripale & pas positif dont chaque pale borde un disque plongé
dans la surface et dans R°.

Deux idées importantes sur lesquelles a été bati ce travail sont dues a
B. Morin: la premiére est le principe de construction de la surface de Boy
comme perturbation de la surface romaine de Steiner par déformation des
ellipses passant par le pole, et la seconde est Iinterprétation du contour
apparent de la surface de Boy comme ensemble des valeurs critiques de la
singularité du mouchoir plié en quatre modulo une symétrie d’ordre trois.
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Fic. 29. Hélice tripale 4 pas positif.

F16. 31. Voisinage de I'hélice tripale (Fig. 29) dans la surface de Boy.

Fic. 32. Déformation du disque (Fig. 30) s’adaptant au bord du voisinage (Fig. 31).
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Fic. 33. Surface de Boy obtenue par recollement des figures 31 et 32 le long de leur bord
commun (cercle non noué).

L’aboutissement de certains calculs des paragraphes V et VIII a été obtenu
grice a 'usage du systéme de programmation symbolique Macsyma.

II. DEGRE MINIMUM DE LA SURFACE DE Boy ET
DE SA REPRESENTATION PARAMETRIQUE

Si M -/ N est une application continue localement injective (immersion
topologique) d’un espace compact dans un espace séparé et si p est un
entier naturel non nul, on note N, I'ensemble des points de N qui ont au
moins p antécédents par f. On a

N =f(M)2N, --2N,.
On note M la puissance p®™ de M privée de sa diagonale généralisée
M={(xy,., X,) EMP:i#j=x,#X;}

et M —7 N7 la restriction de I'application produit M? —/ " N? 3 #. On
note S, 'image réciproque de la diagonale de N” par f:

S,={(x1,n X, )eM: f(x)=""=f(x,)}.

Si (x")=(x],.., x}) est le terme général d’une suite de S, convergeant
vers (x)=(xy,.., x,) dans M”, alors f(x,)="--=f(x,) et f étant injective
au voisinage de chaque x; les x; sont deux & deux distincts, soit (x)eS,.
On en déduit la compacité de S,,.

Si maintenant on projette S, dans M par la projection canonique sur le
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premier facteur M?” " M on obtient n(S,)=/"'(N,) ce qui montre la
compacité de N ,.

Il est clair que fon se restreint 4 une immersion topologique de S, sur
N,. Nous allons préciser la nature topologique de N, quand on fait des
hypothéses de différentiabilité. Le résultat que nous allons énoncer est
essentiellement dii & R. K. Lashof et S. Smale (ils énoncent la propriété en
classe C*) [LA].

Nous supposons donc pour la suite que M et N sont deux C'-variétés, M
étant compacte, et que M —/ N est une C'-immersion en position générale,
Cest-a-dire que pour toute suite finie x,,.., x, de points deux a deux dis-
tincts de M ayant mémes images par f, intersection (), ¢;<, fo(M;) des
images par la dérivée TM —/+ TN des espaces tangents M, a M en x; est de
dimension minimum.

En notant dim M=k et dim N=/ on a

dim () f.(M)=pk+(1—p)L
1<i<p
Cette hypothése revient a dire que pour tout p application M —/ N” est
une C'-immersion transverse & la diagonale {(y,.,y)e N°:ye N} de N”.
On en conclut la

PROPRIETE 1. S, est une C'-sous-variété compacte de M” de dimension
pk+(1—p)l, et fon se restreint a une C'-immersion de S, dans N dont
I'image est N,. L'image de I'espace tangent a S, en (x,,..., x,) par f, on, est
Pintersection f, (M) - N f (M,).

Le groupe G des C'-difféomorphismes de S, de la forme
(X1 yeres Xp) 2 (X1 50ees Xogp) ou o est une permutation de 1,..., p

agit librement sur S, de sorte que I'on peut construire une C' variété
quotient compacte X,=S,/G et un C'-revétement 4 p! feuillets S, »" %,
vérifiant la propriété universelle classique. Si deux points de S, sont dans la
méme G-orbite ils ont méme image par fon donc on a une factorisation

unique de for par le revétement S, —»" X

La fleche X, »" N est nécessairement une C'-immersion.
L’ensemble des points de N, ayant au moins deux antécédents par h est
exactement N, ;.
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1 est vide alors £,—" N est un C'-plongement
dont I’image est la C'-sous-variété compacte N, de dimension pk+ (1 —p) L.

COROLLAIRE 2. Si N

On supposera dorénavant que M est le plan projectif réel P(R*) que
N=R? et que M -/ N est une C'-immersion en position générale. Dans ce
cas la propriété 1 nous dit que f a au plus des points triples ordinaires en
nombre fini et situés sur une C'-variété compacte immergée représentant
I'ensemble des points doubles.

N. H. Kuiper montre dans [KU] qu’il y a au moins un point triple
(grice au corollaire 2 sa démonstration faite dans le cas lisse s’adapte mot
pour mot 4 la classe C') (voir également T. Banchoff [BA]).

PROPRIETE 3. Si ['image de la C'-immersion en position générale
P(R3) -/ R? est une surface algébrique, celle-ci est au moins du sixiéme
degre.

Preuve. La compacité de P(R’) impose au degré de la surface d’étre
pair. Supposons que la surface soit du quatriéme degré. La surface admet
un point triple ordinaire et une droite joignant ce point 4 un point double
est contenue dans la surface, de sorte que la surface contient trois droites
doubles passant par le point triple. Nous sommes en présence d’une surface
de Steiner (Ch. Michel [MI]) qui admet nécessairement des singularités.
Finalement si I'image de f est une surface algébrique, celle-ci est de degré
pair au moins égal a six. c.q.fd.

La propriété suivante prouve que 'on ne peut réaliser 'immersion de
Boy par projection sur R® d’un plongement de P(R?) dans R*.

PROPRIETE 4. Une C'-immersion de P(R®) dans R> ne peut se factoriser
par un plongement de P(R®) dans R* et la projection canonique de R* dans
R3.

Preuve. Soit M —»/R* un C'-plongement d’une surface M de classe C*
dans R*, dont le composé pof par la projection canonique R* -7 R? soit
une C'-immersion. En chaque point m de M le quatriéme vecteur de la
base canonique

ey=

-0 o o

qui appartient au noyau de p, est transverse a M, de sorte que sa com-
posante sur la normale & M en m permet de définir un champ de vecteurs
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non nuls normaux 3 M. Comme H. Whitney I'a prouvé dans [WH] ceci
interdit & M d’étre le plan projectif réel. c.q.fd.

PROPRIETE 5. 1l nexiste pas de C'-immersion P(R*) -’ P(R*) dont
I’image ne rencontre pas un plan donné et dont les composantes soient des
Jformes de degré inférieur ou égal a trois.

Preuve. Une telle immersion f est constituée de formes de méme degré
pair, c’est-a-dire ici de degré deux, et elle se factorise par le plongement de
Veronese réel P(R?) —» P(R®) suivi d’'une projection conique p sur un sous-
espace projectif de dimension trois. L’image d’une droite par f sera soit une
conique propre soit un segment éventuellement réduit 4 un point, car
I'image ne rencontre pas un plan donné. P(R?) n’étant pas orientable f et
par suite p ne sont pas injectives, et la droite déterminée par les deux points
ayant mémes images par p s’envoie sur un segment en les extrémités duquel
f est ramifiée. c.q.fd.

En utilisant les notations de la propriété 1 on peut préciser la structure
de la courbe double de I'immersion de Boy.

PROPRIETE 6. Si P(R?) >/ R? est une C'-immersion en position générale
admettant exactement un point triple, alors S, »™ P(R*) est une C'-
immersion en position génrale admettant trois points doubles.

Preuve. La propriété 1 implique que S, »"P(R?) est une C'-
immersion.. De plus n admet exactement trois points doubles correspon-
dant aux antécédents x,, x,, x5 du point triple de f dans P(R*). Si T et T,
désignent les tangentes a S, en (x,, x,) et (x,, x5) alors la propriété 1 nous
dit que dim(f,on,T,N f,on,T3)=0. Or f est une C'-immersion donc
dim(n, T, ", T;) =0. L'immersion S, »™ P(R?) est en position générale.

cq.fd.

Remarquons enfin que dans le cas de I'immersion de Boy la courbe S, est
connexe ce qui revient & deux conditions: premiérement la connexité de X,
et deuxiémement le fait que la C'-immersion X, —»” R* ne se factorise pas
sous la forme

ou g est une C'-immersion. La deuxiéme condition signifie géomeétri-
quement quen partant d’un plan tangent a I'image de f en un point de N,
et en parcourant N, une fois on arrive & un plan tangent transverse au plan
initial.
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II1. CONSTRUCTION D’UNE SURFACE DE BOY COMME BOUQUET D’ELLIPSES

La surface que nous allons construire va s’inspirer le plus étroitement
possible de celle que W. Boy a considérée [BO1, BO2]. Comme D. Hilbert
I’a fait remarquer & W. Boy on peut lui imposer d’avoir un axe de symétrie
ternaire coupant la surface au point triple et en un autre point que nous
avons appelé pole de la surface (Fig. 0). Ceci étant, le contour apparent de
la surface vue de son podle est une courbe simple a trois rebroussements
avec la symeétrie d’ordre 3, on lui impose naturellement d’€tre une
hypocycloide a trois rebroussements. L’axe de symétrie ternaire de la sur-
face est supposé Etre I'axe vertical le p6le étant placé a 'origine 0. Il reste a
déterminer les courbes planes intersections de la surface avec les plans
tangents passant par le péle et enveloppant hypocycloide. Ces courbes
sont tangentes en 0 au plan horizontal. Nous avons signalé dans I'introduc-
tion la paramétrisation de J-P. Petit et J. Souriau [ PE] engendrant la sur-
face de Boy par des ellipses passant par le pdle, aussi allons nous imposer a
nos courbes d’étre des ellipses.

On remarque alors que les conditions imposées jusqu’a maintenant sont
satisfaites par la surface romaine de Steiner (Fig. 39). Ceci nous conduit a
rechercher la surface de Boy comme perturbation de la surface romaine.

La surface romaine a pour équation cartésienne dans I'espace projectif

XEx34+x3x34 x3x3=x¢ X, X, X5
elle est paramétrée rationnellement par
Xo=uwr 4+ +wh  x,=ow, Xy=wu,  X;=uv.

Elle admet les trois droites doubles x; =x,=0, x,=x3=0, x3=x, =0,
se coupant au point triple 0. Sur chacune de ces droites sont situées deux
singularités du type bonnet croisé (Fig. 4). La surface est invariante par le
groupe & opérant comme groupe des permutations de x,, x,, xs.

La surface admet donc la droite x, = x, = x; comme axe de symeétrie ter-
naire sur lequel on trouve le pole

3

1
P=

1

1

image par la paramétrisation du point

1

r=11
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Les droites projectives passant par p ont pour images des ellipses passant
par P dont les plans enveloppent 'hypocycloide & trois rebroussements
correspondant au contour apparent vu de P.

Notons que la paramétrisation restreinte au plan projectif réel n’atteint
pas toute la partie réelle de la surface romaine: les six demi-droites
obtenues par action de &% a partir de x; =x,=0, 2x;> x,, ne sont pas
atteintes.

La paramétrisation réelle applique en fait la sphére réelle S d’équation
u’+ 02+ w?=1 dans R? de fagon équivariante par I'action antipodale. Une
rotation d’ordre trois autour de u=v=w correspond a la méme rotation
autour de x; = x;=x;. On effectue un changement de repére a la source
ayant pour objet de faire de p le pdle nord de la sphére en remplagant dans
la paramétrisation

par
N
J3 NAYA
1 1 1
o2 BN
FET

On effectue un changement de repére du méme type au but qui donne a
P les coordonnées homogeénes

puis on effectue une translation verticale pour faire de P I'origine

1
0
o}
0

—_— O O
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Les nouvelles coordonnées homogenes au but sont données par

Y
Xj ? ) o
J2 -1 -1
X, | = Y= — — X,
(X)= V3 \{6 \_/f (x), ot (x)=
X, % ﬁ X3
nl | ztzot ]
| | BB A S
~ .
La représentation paramétrique s’écrit
3P + v+ w?)

B \/E(uz—v2+\/§uw)
(x)= \/E(Zuv—\/ivw)

3(u? +v?).

On déshomogénéise les coordonnées en se plagant sur la sphere
w? + v+ wr=1 et en posant X,=1. Les ellipses de la surface romaine
passant par P qui est maintenant l'origine des coordonnées, sont les images
des grands cercles de la sphére passant par les pbles. On paramétre la
sphére avec la longitude 8¢ [0, 2n[ et la tangente de la latitude reRu
{—o0, + 0} de sorte que

u=cosB-(1+12)""2  v=sin@-(1+2)" 2  w=11+})" "2

La représentation paramétrique de la surface romaine est alors

X, \/Ti(cos2g+t\/§cos9)

X, =1+ ?(Sin%}—t 2 sin 6)

X3 1~

Les ellipses passant par ’origine sont paramétrées par ¢ pour @ constant.
Elles sont tangentes a I'origine au plan X; =0 et leurs plans enveloppent le
cOne donné paramétriquement en 8 par

2 . .
X1+iX2=_\<__(e_4lG+29213)X3
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V2 bsin36.k(g) cos38.k(®)V2Z 0o 2=0
-
v’
\J
\
\
]
]
I
[
/
/
/
/
/
/
4
4
’
'd
'd
’/
"” Z=l

1

2=2(2-b2sin%36)"

Fig. 34. Leellipse E, du bouquet engendrant la surface de Boy vue dans son plan P, coupé
par des plans z = c*. En pointillés figure I'ellipse correspondante de la surface romaine.

et en cartésiennes par
3(X3+ X3+ 8 /2 X, ;323 — X3) + 12X3(X7 + X3) — 4X} =0,

C’est un cone du quatriéme degré dont la base est une hypocycloide 4 trois
rebroussements (Fig. 35). On note

NG
5 cos 26 3 cos 0

j(0)= 13—3 sin20,  k(0)= | — %sin 9
1 0.

L’ellipse E, correspondant a la valeur 6 est tangente en 0 au plan X, =0 et
tangente en j(6) au plan X;=1.
La surface romaine est tangente au plan X,=1 le long du cercle inscrit
dans I'hypocycloide a trois rebroussements trace du cone précédent. Pour
obtenir la surface de Boy on va perturber la représentation paramétrique
de la romaine en imposant au plan X, =1 d’tre le plan des trois points
selles pour la fonction hauteur de la surface de Boy.

Si on regarde la section plane correspondante dans la thése
de Boy [BO2] on voit qu'un moyen d’obtenir une courbe du sixiéme degré
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0 -6

FiG. 35. Génération mécanique de T'hypocycloide a trois rebroussements du contour
apparent de la surface de Boy vue de son pdle.

est de supposer qu'elle se décompose en un cercle et une hypocycloide a
trois rebroussements allongée (Fig. 2).

On perturbe donc T'ellipse E,; de fagon quelle coupe le plan X3 =1 en j()
et en un deuxiéme point j(6) décrivant une hypocycloide a trois
rebroussements allongée dont les trois points doubles sont a lintérieur du
cercle (Figs. 34, 36). 1l suffit pour cela de perturber le facteur multiplicatif
(1+¢*)~'en (1- \/Ebt sin 30 + ¢?)~'. La paramétrisation devient

X,

X, | = (1= /2besin 30 + 2) ' (j(8) + th(8)).
Xs

7(8) =j(8) + /2 b sin 30k(6)
donc j/(0) décrit dans le plan X;=1 I'’hypocycloide allongée d’équation
paramétrique

X1+iX2=—\éée2i9+z\—{—2

sin 30e %

_(1+6)”

D

i€_4i00‘ (2€2i(0—60)+2b(1 +b2)~1/2 e—4i(0—00))
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Fi1G. 36. Section des différentes déformations de la surface romaine par le plan des cols,
pour les valeurs b =0 (surface romaine), b=1/3, b=1 /\/5 (confluence des six bonnets croisés
par paires), b=1 (surface de Boy), b= \/5, b= c0.
ou

-8, = :
=t 1—ih= 2)\1/2 Hib
0, g +12 et ib=(1+b6%)"¢

Le fait que I'hypocycloide soit allongée signifie 2|b|(1 + 5?) /> > 1 cest-

a-dire

1
[b] >—=.

7

De plus, pour que la surface reste bornée il faut et il suffit que le
dénominateur du facteur multiplicatif ne s’annule pas, c’est-a-dire

b <2
On doit donc vérifier
—% <|b|< ﬁ
PROPRIETE 7. On suppose 1/\/5 <l|b|< \/5 Alors 'application
(1—/2 btsin 39+ 12) =" (j(6) + tk(6))
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ou t est la tangente de la latitude sur la sphére et 0 la longitude, se prolonge
par continuité aux poles en une C'-immersion F de la sphere dans R?
invariante par action antipodale. Aux péles cette application nest pas de
classe C*. L'image de cette application dans R® admet la droite X, =X,=0
comme axe de symétrie ternaire.

Preuve. On pose

£(8, 1)=(1—/2 bt sin 30+ 12)~* (j(B) + tk(6)),

ou
\/5 2
5 cos 20 3 cos
2 2
(@)= —\3£ sin20,  k(0)= | —Zsinf
1 0.

Si on note les coordonnées dans R* avec des indices 1, 2, 3, on a

- 2n A i
(11+U2)<9+?>=(11+’]2)(9) e¥),

(k,+ ik2)<0+—2-3£> = (k, + ik, )(8) e 23,

Ceci nous prouve la symétrie d’ordre 3 autour de la droite X, = X, =0.
De méme

fO+m, —1)=f(0,1)

ce qui montre I'invariance de f par I'action antipodale.

Examinons maintenant le rang de f en dehors des pdles c’est-a-dire le
rang de lapplication lisse définie sur S; xR par f(6,¢). On note
S, x R > R? l'application définie par g, =j, + tk,, g, =/, + tk,, et on note
Sy xR —-"R celle définie par

P, 1) = (1 — /2 bt sin 30 + 1)~ ",

Prouver que f est de rang maximum revient a prouver que
S, xR & R est de rang 2 sur le lieu critique de g dont I’équation vaut

=t—\/§cos30

2sin20 —tsinf@ cos#

0=| 2cos20—tcosf —sind
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sachant que

der=r73/2btcos 30,  ,r=r*/2bsin30—21)

la matrice jacobienne vaut, & un facteur multiplicatif non nul prés sur cha-
que ligne ou colonne, sur le lieu critique de g

—sin 26 —sin @ cos 36 cos @
cos 20 — cos 6 cos 30 —sin 8
3b cos® 36 bsin 30 — 2 cos 36

le mineur 2 x 2 supérieur étant nul, on se raméne au calcul d’un seul mineur
en faisant la combinaison

cos 0 ligne 1 —sin 0 ligne 2

sur les deux premiéres lignes:

—sin 36 1

3bcos?30 b sin 30— 2 cos 39|~ S 80— b(2 +cos 66)

=141 (-bt?+2t-13b)

ou t=tg30. Or cette derniére quantité ne peut s’annuler car le dis-
criminant réduit 1—35% de —bt*+ 21— 3b est strictement negatif. On a
donc prouvé que f était de rang 2 sur S, x R.

Il reste 4 voir la situation aux pdles de la sphére. L'invariance de f par
I'action antipodale nous permet de nous placer au pédle nord (0, 0, 1) dans
le systéme de coordonnés (u, v, w) de R? la sphére ayant pour équation

W+ +wi=1
et le passage de la sphére a S, x R se faisant par projection centrale

u=cos 0(1+17) 72 v=sin (1 + )%, w=1(14 %) '~

L’application S —* R? composée de S; x R -7 R? et de la projection cen-
trale de S moins les pbles sur S, x R s’écrit
Fu, v, w)
\/i (1 — v*) + 2uw(u® + v?)
=[3(u>+v*)— 3\/5 bow(3u® —-v?)]742 \/5 w(u® + v?) — 2ow(1® + v?)
3(u? +v?)%
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Sachant qu’au voisinage du pdle nord w= (1 —u? —v?)"”? on obtient un

équivalent de F au voisinage de ce point

u
22
3
v
Flu,v, w)~ —2§
w402
de plus
2 0
3
. ) 2
lim 0, F= |0 lim 6,F= | —=
upv—0 uv—0 3
0, 0

F est donc de classe C' et de rang 2 aux pdles. Notons par ailleurs que

lim — (6 Fi(u, 0, w)— > 2\/_

u—-0

1 2 -
lim - < F100, v, w)—§>= 23\/§b

v-0

1
lim ~ 9, F\(1, 0, w) =2 J2b,
u—0

lim 3, F,(0, v, w) = 23\/5.

v—>00
Ce qui prouve que F n’est pas de classe C? aux pdles. c.q.fd.

Généralisation Tbis. Le procédé que l'on vient de décrire peut se
généraliser a la construction d’une famille de C'-immersions de la sphére
dans R® Dans ce qui a précédé nous avons utilisé une propriété de
I’hypocycloide a trois rebroussements selon laquelle sa tangente recoupe le
cercle générateur (roulant sans glissement sur le cercle fixe) au point de
contact avec le cercle de gorge (qui est enveloppé par le cercle générateur).
Cette propriété est valable pour toutes les hypocycloides. Si maintenant on
veut engendrer une C'-immersion de la sphére dans R* par des ellipses
tangentes a l'origine au plan X;=0 et dont les plans enveloppent une
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hypocycloide a un nombre quelconque de rebroussements, on impose a ces
ellipses de couper le plan X; =1 en deux points dont 'un est le point de
contact du cercle générateur de I'hypocycloide avec son cercle de gorge et
l'autre est obtenu a partir du premier en portant sur la tangente a
Fhypocycloide une longueur en quadrature de phase avec celle qui donne le
point de contact de I’hypocycloide avec sa tangente.

Ce second point décrit alors une hypocycloide allongée et si 'on veut
que l'application de la sphére dans R ainsi définie ne soit pas ramifiée aux
poles il faut s’assurer que quand ce second point décrit I’hypocycloide
allongée, la tangente de l'ellipse a lorigine de R’ fait exactement un tour,
cest 4 dire que 'angle polaire de la tangente a I’hypocycloide décrit un
intervalle de longueur 2z.

Ceci nous contraint a ne considérer que les hypocycloides étoilées dont le
cercle générateur a pour diameétre un multiple du rayon du cercle de gorge,
ce qui donne la paramétrisation suivante pour une telle hypocycloide

1 )
~cosnf-e %, nz2

X,(8) +iX(6) = *(”*“"+”_
et comme hypocycloide étoilée allongée
X1(0)+iX2(0)=— g0 T2 - bsm nh-e? b#0.

En posant { =¢” on a

1 CnAl_C—n—l)

1
X1+iX2=;C"‘1—bn

X le__Cl n+ b (Cl_n Cn+1)

on détermine ainsi le degré de I'hypocycloide allongée en la coupant par
une droite
si n est pair ’hypocycloide étoilée allongée est de degré 2(n + 1);
si n est impair elle est revétue deux fois pour 0 [0, 2n] et de degré
n+1.
En s’inspirant du cas n =3 étudié précédemment on définit 'application

f(8, )=r(8, 1) (j(8) + 1 k(6))

607/61/3-3
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ou
r0, )= (1— /2 btsinnf+12)~",

ﬁcos(n——l)@

cos 8

j(8)= ﬁsin(n—l)e ko) =""1| _sino

n n

1 0
et un calcul en tout point semblable au cas » =3 montre que

Si 1/\/;l-<|b| <\/-2- Papplication f définit, par prolongement
par continuité une C'-immersion F, de la sphére dans R>. Si n
est impair elle est invariante par I'action antipodale et se fac-
torise donc par une C'-immersion du plan projectif dans R>.

L’image de cette immersion est contenue dans une surface algébrique qui
est revétue une fois si # est pair et deux fois si # est impair, et dont on peut
déterminer le degré en examinant son intersection avec le plan X;=1. On
trouve d’abord I'’hypocycloide étoilée allongée dont on a déja calculé le
degré, puis le cercle

2,

qui doit étre compté avec la multiplicité n —1 si n est pair et (n—1)/2 si n
est impair. Les ellipses coupent transversalement le plan X; =1 sauf en un
nombre fini d’exceptions de sorte que

Si n est pair I'image de F, est contenue dans une surface algébri-
que de degré 4n.

Si n est impair 'image de 'immersion du plan projectif réel dans
R?® correspondante est contenue dans une surface algébrique de
degré 2n.

Nous pouvons remarquer que ces C'-immersions ne peuvent étre en
position générale que dans le cas n=3 car I'image d’une telle immersion
admet en

0
0 un point multiple d’ordre 2n si n est pair

(n—1)*

—_— et d’ordre # si # est impair.
P —=2n+3 P
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Les antécédents de ce point multiple sont donnés par

®, t)=('—‘nf, (—U"“-ﬁ).

n—1

IV. LA SURFACE DE BOY COMME SURFACE ALGEBRIQUE
REELLE DU SIXIEME DEGRE

Nous allons montrer que le bouquet d’ellipses construit dans le
paragraphe précédent est une surface algébrique réelle du sixiéme degré
ayant toutes les propriétés topologiques de la surface de Boy pour une
valeur du paramétre b voisine de 1.

PROPRIETE 8. Pour b+#0, I'image de la sphére par la paramétrisation F
est contenue dans la partie réelle dune surface algébrique complexe ration-
nelle du sixiéme degré. (Les équations et paramétrisations de cette surface
dans différents repéres sont rassemblées dans I’appendice A)

Preuve. La section plane par le plan X, =1 étant du sixiéme degré la
surface cherchée est au moins de ce degré. Par un procédé d’élimination
nous allons déterminer une équation du sixiéme degré qui sera I'equation
cherchée. On commence par faire les changements de variables suivants a

la source et au but
Y, 2\/5 . . 42\/5
u+tiv \/Ew Y, . 3 3 .
-—_— = N Y = = . X
v T Tu"w () Y, . 3 -3i ()

Y, . . . \/5

3L + v*)(2® + v2 + w?) — ﬁ bow(2u® — v?)]
(X) = \/E(uz + o)) (U —v? + /2 uw)
\/2_ (* +v*)(2uv — \/5 W)
32 +v?)%
On obtient alors la représentation paramétrique suivante, dont la perte

d’homogénéité et de symétrie est avantageusement compensée par la baisse
du degré des paramétres dans certaines composantes

| s(rs+ib(r’ — 1))
r(r* +s)
r(1+rs)

r2.

ou

()=
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On cherche d’abord par la méthode des coefficients indéterminés, deux
polynémes homogenes P, et P, de degrés trois et quatreen Y,, Y, ¥,, ¥,
tels que pour tout r et s

P,=P,.

La solution est unique a une constante multiplicative prés. Par la méme
méthode on trouve un polyndme homogeéne de degré trois noté Q, tel que
pour tout r et s

rQ3 = P4.
Sachant que Y5 =r? on en déduit 'équation de degré sept
q q 1%
Y, Q% =P;P,

dont on remarque qu’elle est divisible par Y, ce qui donne le degré six
cherché:

P, =Y2Yi—(1+ib) Y Y, Y,Y,—2Y,Y3+ibY?Y?
+b(i—b) Y, Y, Y3+ (b—1) YiY,+ Y}
Py=(ib—1)Y Y, Y5+ (ib+ 1) Y2Y;—b(i+b) Y, Y3+ (1 —ib) Y, Y3
Qi=—(b+ 1) Y, Y, Y5+ b(i—b) Y?Y,+(1+ib) Y, Y3+ (ib—1)’ Y2 Y,;.
L’équation de la surface sextique est
Y3Y3— Y3YAY, Y, +3Y3) + Y, Ys[6° V3 V2
—(3P+1)Y, Y, Y3+ (1 =0 Y5(Y3+ Y3)+2ibY,(Y3 — Y3)+3Y%]
+(Y, Y, - YH[-b’Y2Y: - (302 +1) Y, ¥, Y?
+ib(b> — 1) Y5(Y; = Y3)+2bY,(Yi+ Y3) + Yi]1=0. c.q.fd.
PROPRIETE 9. Pour b>1 /\/E limage de F est exactement la partie réelle

de la surface du sixiéme degré précédente.

Preuve. On note P(R?)—>7R> la C'-immersion induite par F par
passage au quotient par I'application antipodale sur la sphére. L'équation
du plan Py, de l'ellipse E, est donnée par

2
X, sin 8, + X, cos 00=%X3 sin 36,.

E,, est I'image par F de la droite projective dg, d’équation

u sin = v cos 6,.
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De méme en coupant Py par l'ellipse E, ou 6, prend des valeurs dif-
féerentes de 8, modulo 7, on trouve que Pimage de F recoupe Py, suivant
'image de la droite projective d,, donnée par

t=/2-cos(6 +26,)
soit, en coordonnées homogénes

u
v
w

w= ﬁ (u cos 28, — v sin 26,).

Par compacité de I'image de F, nous savons que I'image de J,, est con-
tenue dans une courbe algébrique plane unicursale Qg de degré pair, donc
de degré deux ou quatre.

Si b est différent de 0, le pole

(== R

admet sur §,, les deux antécédents

1

+1
\/5812:‘80

et les images de g, par la dérivée DF en ces deux points sont contenues
dans P, et dans le plan [X;=0] tangent a I'image de F au péle, ces deux
images coincident donc avec la droite Py, N [X;=0]. De plus on a vu que
sur dy, on avait

t= ﬁ -cos(6 + 20,)

It <2

ainsi F(éeo) est un compact ne contenant pas le pble et aucune branche
réelle de Qg ne passe par le pole qui est un point singulier réel isolé du
type auto-contact ordinaire (tacnode). Ceci exclut le cas de la conique
propre, donc I'image de F coupe Py, suivant Pellipse Eg et une partie de la
quartique unicursale Q.

soit
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Pour voir si la surface sextique contenant I'image de F ne contient aucun
autre point réel que ceux de cette image, il suffit de montrer que tous les
points réels de Q,, sont sur I'image de F et ceci pour toutes les valeurs de
6, car les plans Py, balayent tout R>. Or les points réels de Qy, susceptibles
de ne pas appartenir & F(§,,) sont nécessairement singuliers isolés. L’auto-
contact comptant pour deux points doubles et 0y, étant unicursale, il existe
exactement un autre point singulier Ay, sur Qy,. Nous devons regarder si
Ag, appartient & I'image de F. La quartique F{J,,) est paramétrée par

X,

X, | =(1—2bcos(8+20,) sin 30 + 2 cos*(0 + 26,))
X,

S

5 (cos 28, + 2 cos 0, cos(20 + 6,))

J |

5 (sin 26, — 2 sin 6, cos(20 + 8,))

L.

Si deux valeurs 0 et 8’ non congrues modulo 7 ont méme image, alors
nécessairement

cos(26' + 0,) = cos(26 + 6,)

c’est-a-dire

'=—0-0,(n) et 20+ 6y £ 0 (z).

Si on pose

D(6)=1-—2bcos(8 + 28,) sin 30 + 2 cos?(0 + 28,)
=2+ cos(20 + 48,) — b(sin(46 + 26,) + sin(20 — 28,))

alors

D(0')— D(8) =2 5in(20 + 6,)(sin 36, + cos 36, + 2b cos(26 + 6,))

on a donc

cos(20 + 0,) = > (sin 30, + cos 36,) = b—\17-.2. cos 3 (60 + g)
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Les deux valeurs éventuelles de § modulo 7 vérifiant cette équation, et
I'équation

t= /2 cos(6 +26,)

définissent une seule image f(6, t) qui est le point A4, cherché. En revenant
aux coordonnées homogeénes

u
v
w

nous pouvons déterminer le point 4, dans tous les cas (méme si I'équation
précédente n’a pas de solution en ). En effet les antécédents de A4, par
Papplication complexifice P(C*)— F P(C*) sont donnés par I'intersection
de la complexifiée de d,, avec les deux droites passant par le pdle

0
0
1

d’équations
v? (cos 3 (90+§> +b./2 cos 90) +2b./2 uvsin 6,

+u? <cos3 (00+§)—b 2 cos 00)=0.

Si les deux droites sont distinctes alors A, est un point double ordinaire
sur (g, et si les deux droites sont confondues alors A, est un
rebroussement sur Qg .

Le discriminant réduit de la forme quadratique précédente est

A4=2b*>—cos?3 (00 +§)

donc pour b= l/ﬁ on voit que les deux droites sont réelles pour toutes
les valeurs de 6, ce qui prouve que A, est bien sur I'image par Fde O,
c.qfd

Remarque 9 bis. Pour b=1 les coodonnées de A, en fonction de 8, se
simplifient et peuvent s’exprimer sans radicaux



222 FRANGOIS APERY

“[%

(cos 20,+ \/5. cos 0, cos 3 <9 Z))
(sin 20,— \/—2_ sin 6, cos 3 (60 +%))

“[%

-1
=<1+sin23<60+§))

Remarque 9 ter. Dans la démonstration de la propriété 9 nous avons vu
que le plan Py, coupait I'image de F suivant une conique et une quartique,
de plus Py, n’est pas tangent a I'image de F le long d’une courbe sauf peut-
8tre pour un nombre fini de valeurs de ,, sinon I'image de F serait un cone
de sommet au pdle, de sorte que on détermine le degré six de 'image de F
sans avoir besoin de calculer son équation. Il n’en reste pas moins qu’il
nous sera utile de connaitre cette équation que nous avons obtenue dans la
propriété 8.

—

PROPRIETE 10. Pour b#0, I'ensemble des points doubles de la surface
sextique contenant 'image de F se décompose en une sextique gauche admet-
tant comme singularités réelles un unique point triple sur 'axe de symétrie
ternaire et un unique point double au péle, et les deux tangentes imaginaires
conjuguées de cette courbe au pole.

(Les paramétrisations de cette courbe du type hélice tripale sont rassem-
blées dans appendice A.)

Preuve. Pour simplifier les calculs on est amené a effectuer
provisoirement le changement de coordonnées homogénes suivant en vue
d’utiliser les fonctions symétriques de I'appendice B:

(33 )
B

Sl

SIL S-Sl

(x)

Sl SIL S
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- 2 ~ e \
—_— X
3\/5 ¢
ﬁ -1 X
- Y~ 1
3 3 ,
(x)= ViV -
-1 1 1
= TE —= x
Jo V2 J3 ’
-1 -1 -1 N
‘ —_— = = 3
VNN U
conformément a 'appendice B, on pose
oy =x1+ x5+ x5,
oy =xixy+ xoxs+x3x,,  p = (xh— X Hx5 — x5)(xX) — X3)

gl = x| x5 X5.

Dans ces nouvelles coordonnées la surface sextique contenant 'image de
F g’écrit
3./3 61226 65 — 652 + x4(96 — 20, 0%)
+ x52(30% — 262) — x4°01) + 3bp'c (965 — 40> — 6x507)
+./3 bX(1620, 6,04 — 540736} + 8103’ — 14701207
+ 640 %05 — 808 + xi( — 270 %0y — 270" 05> + 24036 — 4a 1))
+ b%p'6'(86 — 276%) =0.

Pour déterminer la courbe double de la surface, nous allons déterminer
une surface contenant le contour apparent de la surface vu du pdle

(x')=

OO O =

11 suffit de dériver 'équation précédente par rapport a x, puis de diviser
par le facteur o:

36(96% — 20", 0 + 605 x5 — 46 xy — 30 x4%)

—6./3 bp'c’ + b(— 21065 — 2705 + 240205 — 40}y = 0.
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Si on élimine x; entre cette équation et la précédente par un déterminant
de Sylvester on doit trouver le plan ¢; =0, le contour apparent de la sur-
face vu du pdle donné par le cone enveloppé par les plans des coniques E,
et enfin le cone s’appuyant sur la courbe double. Aprés avoir 6té le plan
a7 =0 et le cdbne enveloppé par les plans des coniques E, d’équation

166,* — 720204+ 1086, 0% + 2762 =0
on trouve le cdne
3o1p +3b(270, 0%+ 1805 — 210,265 + 40}%)
~9./3 b%’a| — b*(270}0} — 54652 + 270 20y, — 4a(*) =0
soit en (X)
2036 —1) X, X53X2 — X2) + b/2(3— 1) X, X,(3X2 - X?)
+3b(1+63)(X2+ X2)?=0

on reconnait 1a I'équation d’une quartique bicirculaire 4 un point triple a
l'origine (pAquerette de Mélibée). On peut la paramétrer rationnellement
par une droite passant par le point triple

X, sinf—X,cos8=0.

On pose b=tga et on a la paramétrisation suivante de la quartique

X, ﬁsin3(0+a)cos@
X, |= \/Esin 30+a)sinf
X; 3sina

dont on déduit la paramétrisation rationnelle du cdne construit sur cette
courbe par la droite issue du pble et décrivant la quartique

X, s+ 3sina

X, \/Esin 3(0+a)cos 6
X, - \/Esin 3(0+a)sinf
X, 3 sin o

Le péle étant double sur la surface quartique construite précédemment,
la droite paramétrée par s coupe cette surface en dehors du pdle en deux
points dont 'un est sur la courbe double et I'autre non car le pdle est triple
sur la surface sextique contenant I'image de F.



SURFACE DE BOY 225

L’équation de la quartique est
16(Xo— X5)* X3 — 8(Xo— X;) X(3X3 + 3X3 4+ 2X3)
+2762(X2 + X3)2 — 6(36% + 1) XX} + X3)
+18./2 (1 - b) X, X5(X2 = 3X2) + 36./2 bX, X3(X3— 3X2) + 4X4 =0

en coupant par la droite paramétrée par s on trouve, en dehors du pole,

5=
4 cosa

(sin 2 + sin 6(0 + a)),

sin? 3(6 + a)
sin a

S,=
2" 4cos a

(sin 20 — sin 6(0 + a)) +

pour a=0=m/4 cest s, qui donne le point appartenant a I'image de F
donc on obtient la courbe double

3(3 sin 2« + sin 6(0 + a))

) 4./2 cos o sin 3(8 + ) cos §
14 2cosasin3(0+a)sin @

6 sin 2.

Ceci nous suggére de faire le changement de coordonnées

3 . .9 2\/5.._3\/5
= 2 oo

2 . . , "_ .
P IN L SNCobd I (9
. 6

/2

de sorte que la courbe double est paramétrée par

sin 3(6 + &) cos 3(6 + o)
sin 3(0 +a) cos a cos 0
sin 3(6 4+ a) cos a sin 6
sin a - cos «

(x)=

ou I'on reconnait une hélice tripale (Fig. 37). Notons qu’en prenant le con-
tour apparent vu du pdle on a laissé échapper les deux droites doubles

X1+iX2=0, X1—1X2=0

qui sont les tangentes a la courbe double précédente au pble. A cause de la
symeétrie ternaire, la courbe gauche unicursale du sixiéme degré précédente
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F1G. 37. Projections sur un plan perpendiculaire a I'axe de symétrie ternaire des courbes
ii))ybles des différentes déformations de la surface romaine pour les valeurs 5=0, 1/3, 1 /\/3, 1,
2,2

ne peut plus admettre quun seul point triple réel supplementaire qui est
obtenu pour

3(86+a)=0(n).

Ce point triple a pour coordonnées (indépendantes de b)

c.q.fd.

La surface sextique contenant I'image de F admet donc exactement deux
points triples donnés en (X) par

S O D =
N OO W

Les antécédents de

N O O W
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dans S, xR sont (0, —1/\/2) (2r/3, —1/\/2)(=2%/3, —1//2) et (n/3,
1/2) (— /3, 1/4/2) (z,1/4/2).

PROPRIETE 11. Pour b= 1, Papplication P(R*)-F R® induite par F est
une C'-immersion en position générale admettant exactement un point triple.

Preuve. L'unicité du point triple pour F résulte de la propriété
précédente. On place le point triple en

[ B e R e R

en utilisant le systéme de coordonnées (x) du début de ce paragraphe. Le
terme du troisiéme degré dans Péquation de la surface du sixiéme degré
contenant I'image de F s’écrit (appendice A)

33 C'3—3179'*'\/51’2(4"1‘72‘5?‘9‘73)'|'173P
= (x+/3 = by +b2)(y/3 — bz + bx)(z/3 — bx + by)

ce qui nous donne les équations des trois plans tangents distincts au point
triple. Dans le systéme de coordonnées (X') on a obtenu la paramétrisation
de la courbe double qui devient, en posant r=tgb et b=tga=1.

(P—1) (P —dt+1) (P +4t+1)
(t+ 102+ 1) (2 =4+ 1)
tt+ 1)+ 1) (> ~4r+1)

(P +1)%

(x)=

Pour montrer la transversalité des deux plans tangents sur un point de la
courbe double on coupe la surface sextique contenant I'image de F par le
plan X’ =X et dans ce plan (X5, X, X3) on utilise de nouvelles coordon-
nées (n, ) pour placer I'origine sur la courbe double puis on regarde si le
jet d’ordre deux en (#, 8) sur la surface a un discriminant strictement positif
ce qui prouverait 'existence de deux tangentes indépendantes a I'image de
F dans le plan X, =1X’. Dans cette hypothése on aura bien la transver-
salité des plans tangents car, en dehors des valeurs de ¢ donnant le point
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triple la tangente a la courbe double est transverse au plan X5 =1X}. On
doit donc remplacer (X’) dans I’équation de la surface (appendice A) par

(=1 =4+ 1) (2 + 4+ 1)
N+ @+ 1)+ 1) (P-4t +1)
i+ (t+ D)2+ 1) (2 —4dt+ 1))
0+ (2 +1)>%

(X)=

Le jet d’ordre 2 en (n, 8) est alors donné par
n2 —Ar(t+ )2 =3) P+ 1) (2 =4t + 1)1 — 1245 — 334 + 407
+2702—12¢t-3)
n0:4(t+ 1) (2+1)° (PP -4+ 1)* 2 +37—-6t—1)
0% =2t + 1Y (2 =3) (2 + 1) (P -4t+1)°
dont le discriminant réduit vaut
S=40+ 1) (t—1)2(2+ 1) (2 =4+ 1)2 (25 =31* + 12/ + 1).
La méthode de Sturm nous montre que le dernier polyndéme du sixiéme
degré est strictement positif, quant aux termes ¢+ 1, £ — 4+ 1 ils ne s’an-

nulent que pour les valeurs donnant le point triple, de sorte qu'on a la
transversalité sauf peut-étre pour les valeurs annulant Xj c’est-a-dire pour

(t—1)(2+4t+1)=0.

La symétrie d’ordre trois de la surface nous autorise a n’examiner que le
cas t = 1. Pour cela on revient aux coordonnées (X) et dans ce systéme on
procéde comme précédemment en posant

-9
_[n+22
()= t1+2\/5

0—6.

On a ainsi placé 'origine des coordonnées (n, #) a I'intersection de la
courbe double et du plan X, =X,. En remplagant dans ’équation de la
surface on obtient le jet d’ordre deux suivant en (7, 6):

2834(1162 + 24 /210 — 1842)

dont le discriminant réduit § = 3° - 2 montre que I'on obtient deux branches
de courbe dans le plan X, = X,. Ceci termine la preuve de la transversalité
des plans tangents le long de la courbe double. c.q.fd.
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On reprend les notations du paragraphe 11

S, — P(R%
rl l}‘
h

PROPRIETE 12. Pour b=1, la C'-variété compacte S, correspondant aux
points doubles de I’application

P(R’) - R
est connexe.

Preuve. L’image de F est engendrée par la famille des coniques E,.
Nous avons vu, en démontrant la propriété 9, que le plan de E, recoupait
limage F suivant une quartique unicursale Q, admettant, en dehors du
pole, exactement un point double A, dont les coordonnées homogénes en
(X) en fonction de @ étaient (remarque 9 bis)

3 (1 +sin?3 (eﬂ))

4
ﬁ(cos 20+\/§cosﬂcos3 (0+§)>
ﬁ(sin 20 —./2sin @ cos 3 (0+-§)>

3.

(%)=

En faisant le changement de variable

In
0=——¢
4

on retrouve exactement la paramétrisation de la courbe double de F
(démonstration de la propriété 10 pour a = n/4). L’image réciproque de la
courbe double de F par S| x R —»/ R? est donc donnée par I'élimination de
n entre les deux équations

t=./2 cos(6 + 21),

t n 1
29 = )= —=(si .
cos{20 + 1) ﬁcos 3 (?} + 4) 3 (sin 31 + cos 3n)
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On a la condition |#| < \/5 on pose donc
t= \/5 cos
la premiére équation devient

cos a = cos(0 + 27).

On peut toujours choisir « de fagon que
m=a—0(2n)

la deuxiéme équation s'écrit

0 .3 3
2cos<3 ;a)+sm§(a—0)+cos§(as0)=0

en posant

on trouve

41 3—12

J=r—1x312—1'

On a donc une représentation paramétrique de I'image réciproque par
S, xR - 7R? de la courbe double de F avec

2 2n
0 =3 Arctgo (T) ,

1 —1?
=V

On a ainsi un lacet de classe C' dans S' x R invariant par la transfor-
mation (¢, §) = (—1t, 0+ n) et admettant les six points doubles ordinaires

(0, —1//2) (=2n/3, =1//2) Q@n/3, —1//2) (=73, 1//2) (#/3, 1/\/2)
(m, 1/\/2_). Ce lacet (Fig. 38) est compris dans la bande horizontale

l1<V2

Le quotient par l'action antipodale de sa projection centrale sur la
sphére donne un lacet de class C' dans P(R®) admettant trois points
doubles ordinaires. On en déduit la connexité de S,. cq.fd.

re[—o0, +00].
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A

&

\

™ ", .
-

Fic. 38. Image réciproque de la courbe double de la surface de Boy du sixiéme degré sur
le cylindre S, x R.

Remarquons pour terminer ce paragraphe que I'on peut déterminer
Porientation de la surface de Boy que I'on vient de construire pour la dis-
tinguer de son image dans un miroir. Pour cela on considére la
paramétrisation de la courbe double donnée dans R* en (X,, X,, X3) par

X, %sin <§—39) cos 8
2 2. (= .
X, =3 o060 | 3 sin <Z— 30) sin 6.
X
’ 1
Les points correspondants a § =n/12, 0, —n/12 sont données par
) ) s 3
0 \/5 4 T
3 512
4 T
0 ——sin —
01, s 5 sin o
2 { 2
L 3J “ J L 3 J

ce qui nous assure que I'hélice tripale est & pas positif C’est-a-dire que si I'on
imagine sa progression dans I'eau, un point fixe situé sur une pale décrit un
tire-bouchon. En démontrant la propriéte 12 nous avons déterminer

607/61/3-4
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Pimage réciproque de cette hélice tripale par P(R*) —TR? et en particulier
nous savons que chaque boucle borde un disque plongé 4 la fois dans R* et
dans limage de F. Ceci détermine entiérement le fibré des vecteurs nor-
maux a 'image de F en tout point de la courbe double. On constate alors
que si I'on impose a ces vecteurs normaux d’avoir une norme assez petite ce
fibré est un ruban de Mébius immergé en position générale dans R? dont
I'Ame revét deux fois I’hélice tripale, et dont le bord tourne autour de I'dme
dans le sens du tire-bouchon (Fig. 31).

V. DEFORMATION ALGEBRIQUE DE LA SURFACE DE BOy EN
LA SURFACE ROMAINE DE STEINER

Nous avons défini la surface de Boy comme perturbation de la surface
romaine par la représentation paramétrique S; x R -7/ R?

(x,
J(0) +t- k(0)
X, | =£,0,1)=
2| =00 1—/2 bt sin 30 + 12
\X3J
\/_2_ 2
—3—cos20 -3-COSG
j(6)= \/Tisinzo, k(0) = —%sin@.
1 0

Le paramétre perturbateur b vaut O pour la surface romaine et 1 pour la
surface de Boy. Remarquons que les valeurs f_,(—8, 1) et f,(0,t) sont
symétriques par rapport au plan X, =0 ce qui nous montre en particulier
que f_, paramétre I'image de la surface de Boy dans un miroir que I'on
peut appeler surface de Boy inverse (Figs. 15, 16). Nous avons dit dans I'in-
troduction que la surface de Boy inverse n’était pas réguliérement
homotope a la surface de Boy directe, en effet une homotopie réguliére con-
serve le reste modulo 4 du nombre de demi-tours d’un ruban de Mobius
autour de son 4me et une symétrie par rapport a un plan change le signe de
ce nombre. De plus le résultat de 1. James et E. Thomas [JA] nous dit qu’il
y a exactement deux classes d’homotopie réguliére d’immersions du plan
projectif réel dans R, De sorte que f; et f; donnent des représentations de
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chacune de ces deux classes par des surfaces algébriques réelles du sixieme
degré (voir les équations dans P'appendice A).

La paramétrisation f, représente une déformation de la surface de Boy en
son image dans un miroir par I'intermédiaire de la surface romaine. Cest
une homotopie algébrique par surfaces du sixieme degré. La surface
romaine admettant six singularités stables du type “bonnet croisé” il existe
donc un voisinage de 0 dans lequel les valeurs de b ne correspondent pas a
des immersions. Grice a la propriété de symétrie invoquée précedemment
on peut se limiter 4 'étude de la déformation pour les valeurs de b com-
prises entre O et 1.

Nous avons vu dans la propriété 7 que pour 1/\/5 <b <1, f, induisait
une immersion de classe C' de la sphére dans R’. On note S—" R’ la
composée de f, avec la projection centrale de la sphére S sur le cylindre
S, xR. On note P(R*)—" R* lapplication induite par F, en passant au
quotient par I'action antipodale sur S.

PrOPRIETE 13. Pour b= 1/\/3 Papplication F, de classe C' admet trois
points singuliers donnés en

X,
X,
X;
par
J2 om J2 13
%00518 —\7—§cos—K
1\ |2 = an —1\_ |2 13z
fb<§,'\7—z>— ﬁSlnﬁ, fb(—g—, 2)— ﬁSln—lg—,
1 1
J2  25n
7§COS 13
Tn 1 J2 . 25
fb(?’ﬁ)= 7—;5111—1?
L

En dehors des trois antécédents de ces points singuliers, F, se restreint a une
C'-immersion en position générale.



234 FRANCOIS APERY

Preuve. La démonstration de la propriété 7 nous dit que si b= 1/\/3 les
points singuliers de F;, sont donnés sur S, x R par

t= \/2_ cos 36, tg3f = \/3

Ce qui donne les trois points cherchés dans R* avec six antécédents dans
S, x R donc¢ trois antécédents dans P(R?).

En dehors de ces points nous avons donc une C'-immersion. Nous avons
déja remarqué que les trois plans tangents au point triple sont en position
générale de sorte qu’il ne reste a voir que la situation aux autres points de
la courbe double. La méthode utilisée est celle de la propriété 11. La courbe
double de F, est paramétrée en (X’) par

4s(1 —3s%)(s2—3)
2,/3(1-3)(s+1)

@)= 15 Asa-3ys+1) OVl
3(1+5%)°

Examinons d’abord les valeurs annulant Xp.

Les valeurs s= o0, + 1/\/5 donnent le point triple. Les valeurs s=0, +
\/3 donnent des points se déduisant I'un de I'autre par la symétrie ternaire
de la surface de sorte qu’on se contente de regarder le cas s = \/§ =1/b. Le
point correspondant sur la courbe double est donné en (X) par:

—9
2.2
(X)= 2://;1)

—6b.

On coupe limage de F, par le plan X,=5bX, qui est transverse a la
tangente a la courbe double au point

—9b
2./2b.
2,2

—6b
On place l'origine en ce point en posant

—9b
b(n+2/2)
n+24/2
0 — 6b.

(X)=
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En reportant ces coordonnées dans I'équation de I'image de F en (X)
(appendice A) on obtient le jet d’ordre 2 suivant en (1, 8):

253%(B2 + 1)(—9b%(b* + 1)> 2 + 6,/2 b(b* + 1)(5b> — 1) n6
+2(116* + 52— 1) 6%)

dont le discriminant est strictement positif pour || > 3. On obtient donc
deux branches de courbe 4 tangentes transverses ce qui nous prouve la
position générale de 'immersion F, en I'image de s= \/5

Nous pouvons maintenant supposer X;#0. La méme méthode nous
conduit & poser

4s(1 —3s5%)(s*—3)
n+23(1-3s2)(s>+1)
s(1+24/3 (1=3s%)(s>+ 1))
0+./3(1+5%)>

En remplagant (X’) par ces coordonnées dans Iéquation de I'image de F,
on obtient le jet d’ordre 2 suivant en (1, 8):

(X)=

02: 576(s* +1)* 3> = 1)° (s* =3 /3 52— 35+ /3)
n6:576(s* +1)° 3> = 1)* (3s* — 3. /352 =95 + /3)
% —144(s2+ 1) (35 — 1)(3s° + 3./3 8* — 725’
+8./35°+2465° + 6./3 5* — 1765 + 155 — . /3)
dont le discriminant vaut
A=28%s2+1)1° 352 — 1) (s = 3)> (/3 5° =352 =3 /Bs+ 1)%

En dehors des valeurs annulant Xj, les seules valeurs annulant 4
vérifient

S35 -32-33s5+1=0

dont les racines sont tg(n/18), tg(13n/18), tg(25n/18) et correspondent aux
trois points singuliers de F,. Nous avons prouvé qu'en coupant I'image de
F, par le plan X,=sX) transverse & la courbe double au point de
paramétre s, nous obtenions deux branches de courbe a tangentes dis-
tinctes. Ceci termine la preuve de position générale cherchée. cq.fd.

PrOPRIETE 14. La famille @ un paramétre de surfaces définie par
{F,}per admet en b= 1/\/3 une singularité générigue du type “confluence
hyperbolique de deux bonnets croisés”.
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Preuve. En fait cette confluence de deux bonnets croisés (M. Wallace
Collao [WA1]) se produit simultanément aux trois points singuliers définis
par la propriété précédente, mais la symétrie d’ordre trois de I'image de F,
nous permet de nous placer au point

1 n 1
b=% (9,[)=(—9—,ﬁ>ES1XR.

On place la singularité et P'origine en posant

1 1
b=b+——, =0+l  t=r—

7 ; 7

et on étudie, au voisinage de I'origine, la fonction R x S; x R —»/ R* donnée
par

br

\/.;.(cos 20+ ./2tcos )

3(1— /2 besin 30 + 1)

/2 (sin 20— /2 tsin )

3(1—4/2 bt sin 36 + 1)
1

1—/2brsin 30+ 1

On note f,, 5, f3, f4 les composantes de f. La propriété précédente nous
dit que le rang de la matrice jacobienne de f a P'origine est inférieur ou égal
a 2, cest-a-dire que f admet une singularité a I'origine 0.

Par ailleurs on pose ¢, =tg(n/18) dont le polynéme minimal sur @(ﬁ )

vaut t3—\/§t2—3t+ (1/\/5). On a

D(f..f>) 2= 36624331, 1)
D&, 6) > %= 32+ 1) #0

fiy,8,¢)=

la singularité est donc de corang 1 a la source, c’est-a-dire 0e 2'(f) (voir
par exemple V. I. Arnold [AR]). Les équations locales de Z'(f) au
voisinage de 0 sont

D3=0 et D4:0
ou

_D(fufz’fa) D _D(fl3f29f4)

p, =Tt )s) - .
3 D(b', 8’, {,) 3 4 D(b,, 6/’ {;)
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On a & Porigine

—256./2 :
ab'D3 ‘ 69,D4 - 09'D3 * aer4 =§([2—+-1£)5 * (99\/5 t% + 176[0 —_ 21\/5) # 0
0

ce qui signifie que les équations D;=0 et D,=0 sont indépendantes et
définissent la courbe Z'(f) réguliérement 3 l'origine.

Par ailleurs d’aprés la propriété 7 I'application F, est une immersion
donc la courbe Z'(f) est tangente en 0 A la surface ' =0, c'est-a-dire

(09, D3 0,D4—0,D3- 09 D4)(0,0,0)=0.
On a également
0,(0¢D3°0,D4~0,D;3- 04 Dy)0,0,0)
_ —512
27./3 (2 +1)°

ce qui montre que le contact de X'(f) avec b’ =0 a Torigine est d’ordre
deux exactement. Il reste & vérifier que la restriction de f & X'(f) est
réguliére en O Clest-a-dire 0 e £"%(f). On remarque d’abord

(123312 + 736 /3 1, —263) #0

D(0,0,0) =+ (1-33
9 D0,0,0)= ey (1= 36) %0
puis
D(f2’D4) D(fl,f23D4)
———=(0,0,0)=—+——=-(0,0,0
pe.r) >V~ Do @Y
—256

ENCITIST (94/3 B+ 171,—2./3) #0

on aura alors en appliquant le théoréme des fonctions implicites & I'origine
sur 2'(f)

. —atrD4

0,0 =
=73, D,

et 0,6'=0

donc si g, est la restriction de f, 4 £'(f), on a a Torigine

—1 D(f2,D.)

- 0
5.0, DO, ")

at'gZ

ce qui prouve que g, est de rang 1 3 lorigine ainsi que la restriction de fa

2
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Fi16. 41.  Surface singuliére avec confluence des six bonnets croisés par paires (b = 1/\/5)
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nécessairement du type “confluence de deux bonnets croisés” et le fait
quelle est située sur la courbe double de F, qui ne disparait pas pour
b> 1/\/5 nous indique qu’il s’agit d’une confluence hyperbolique et non
elliptique. (M. Wallace Collac [WA]). cq.fd.

Dans ce paragraphe nous avons montré que la déformation algébrique
qui permet de passer de la surface de Boy & la surface romaine passe par
une singularité générique en b=1 /\/5 reliant, au voisinage de cette valeur,
une C'-immersion en position générale du plan projectif réel dans R® du
type Boy a une surface stable a six bonnets croisés du type romaine
(Figs. 39-41).

V1. EXISTENCE D’UNE IMMERSION POLYNOMIALE DE P(R?) DANs R®

Nous avons construit au paragraphe III une C'-immersion de P(R?)
dans R dont nous avons montré quelle n’était pas de classe C* en un
point. Pour répondre a une conjecture mentionnée dans H. Hopf [HO]
nous allons montrer par un procédé d’approximation qu’il existe une
immersion polymoniale de P(R®) dans R* donnée par trois polyndmes
homogénes de méme degré pair en x, y, z définis sur la sphére
2+yP+22=1.

PrROPRIETE 15. 1l existe trois polynomes homogénes de degré 2d en x, y, z
définissant par passage au quotient par I’action antipodale sur la sphére unité
S une immersion en position générale de P(R®) dans R® dont 'image est une
surface de Boy admettant comme axe de symétrie ternaire la droite
X,=X,=0.

Prewve. Si S—"R® est limmersion de classe C' définic au
paragraphe IIT pour =1 on note R*> ¢ R® I'application définie par
G(x,p,2) = (x> + y* + 2%) - F(x(x* + y* +2%) 77,
y(x2 +y2+22)—1/2, Z(x2 +y2+22)—1/2)
ot R—"R est une application de classe C' i support compact dans

30, + oo qui vaut 1 au voisinage de 1. On introduit le produit de con-
volution

m __ m
" = G
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oy D) =exp(—x*—y? =2, I=[o(X)dX,

On(x, y, 2) = Z gﬂ(x2+y2+22)k
n\As Vs Zo ! 5
Q% y, z)=m’>- I '¢,(mx, my, mz).

11 est clair que sur tout compact on peut approcher uniformément a ¢
prés G ainsi que toutes ses dérivées premicres, par une application
polynomiale =" et ses dérivées premiéres. Remarquons que n7 étant
invariante par I'action antipodale sur S, ses composantes sont constituées
de mondémes de degrés pairs, on peut donc les rendre homogénes de méme
degré 2d en utilisant le facteur x>+ y*+z2 qui vaut 1 sur S, pour former
Papplication polynomiale S—" R’ La symétrie ternaire de I'image de F
nous assure de celle de I'image de =.

Sachant que sur la sphére S on a

1—x? —xy —zx
(6xG> a_vG’ azG)z(a\:F’ avf; azFI) — Xy 1 _y2 —)yz
—zx —yz 1-22

on en déduit sur S

L[3:G 0,6 8.G7_ To.F o,F 0.F|_,
gl x y z G x y z |

donc pour ¢ suffisamment petit on a sur S

om o,m d.m]
rg[x y Z]*3

ce qui prouve que 7 est une immersion. Pour ¢ suffisamment petit = con-
serve les propriétés de position générale de F ainsi que les propriétés
géométriques en faisant une immersion de Boy. c.q.fd.

Nous avons vu dans la propriété 5 que cette immersion polynomiale ne
pouvait étre réalisée par des formes quadratiques.

En fait H. Hopf [HO] mentionne la conjecture selon laquelle cette
immersion polynomiale ne pourrait étre réalisée par des formes quartiques.
L’objet du paragraphe suivant est de réfuter cette conjecture en con-
struisant une immersion de la sphére dans R* donnée par trois polynémes
homogénes du quatriéme degré. En language algébrique prouver qu’une
telle application est une immersion revient 4 montrer qu'un morphisme
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algébrique n’est pas ramifié. Si la technique du résultant permet de
résoudre ce probléme dans le cas ou le corps de base est algébriquement
clos il en va tout autrement sur R et c’est justement cette difficulté qui va
nous conduire & des calculs fastidieux car on a:

PROPRIETE 16. Les homographies sont les seuls morphismes algébriques
non ramifiés de P(C") dans P(C"*') dés que n est supérieur ou égal & 3.

Prewve. Comme me I'a fait remarqué J-P.Jouanolou cette propriété
algébrique ne dépend pas du corps algébriquement clos sur lequel on
I'énonce, mais nous en donnons une démonstration sur C ou la notion de
singularité stable la rend élémentaire.

On considére un morphisme algébrique de P(C") dans P(C"*!) dont les
composantes (fy,..., f,) sont des poiyndmes homogénes de degré d>2 en
X1 yeeny Xpe

On définit la fonction rationnelle P(C") - P(C"*!) par

F0=8f0+(1—8) xle_l
Fi=¢fi+(1—¢)x;x,x32
F2=8f2+(1_8)x§x:—2

Fi=¢fi+ (1 —g)x; x4~ 1, Igign

Soit ¥~ la variété algébrique résultante des n+ 1 mineurs nxn de la
matrice jacobienne de F dans I'espace C du paramétre &. Pour =0 I'ap-
plication F admet en (0,..., 0, 1) une singularité stable du type “parapluie de
Whitney”, de sorte que ¥~ est un voisinage de 0 dans C donc coincide avec
C. Puisque ¥~ contient le point ¢ = 1, le morphisme algébrique (fj,..., /) est
ramifié. c.q.fd.

VII. CONSTRUCTION D’UNE IMMERSION POLYNOMIALE
DU QUATRIEME DEGRE DE P(R?) DaNs R?

Nous allons construire une immersion de la sphére unité S dans R* don-
née par trois polyndmes homogeénes du quatriéme degré en x, y, z, en nous
inspirant encore une fois de I'immersion de Boy. On regarde cette fois-ci le
contour apparent de la surface de Boy vue du point a l'infini de son axe de
symeétrie ternaire. On part de la remarque de B. Morin selon laquelle ce
contour apparent représente, modulo la symétrie d’ordre trois de la surface,
une perturbation de I'ensemble des valeurs critiques de la singularité du
“mouchoir plié en quatre” (Figs. 43-45). Si on représente cette singularité
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1

FIg. 42. Valeurs critiques de la singularité du mouchoir pli¢ en quatre pour différentes
valeurs des paramétres de déploiement u, .

Fig. 43. Triangle équilatéral revétu huit fois par la sphére aux sommets duquel se
trouvent trois singularités du type “mouchoir plié en quatre”.

FiG. 44. Perturbation de I'ensemble des valeurs critiques de l'application (Fig. 43) de
fagon que le lieu critique sur la sphére soit connexe.
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F1G. 45. Perturbation de l'ensemble des valeurs critiques de I'application (Fig. 43) de
fagon que le lieu critique sur la sphére ne soit plus connexe.

par lapplication (x, y)+> (x? y*) dont P'ensemble des valeurs critiques est
le bord du premier cadran, alors la famille d’applications

Qupt (X, ¥) > (X2 +2yu, y* +2x0),  u,veR

est un deploiement a deux paramétres de cette singularité [MA] et le lieu
critique de ¢,,, est lhyperbole xy = uv. L’ensemble des valeurs critiques est
donc la quartique unicursale

X=x*42uPvx!

Y =2xv+ utvix 2
admettant un rebroussement de premiére espéce au point
2/3

u
3(”0)2/3 ) 02/3 ’

et un arc dont la concavité est tournée vers le rebroussement (Fig. 42).
Pour construire notre immersion sur le modéle de la surface de Boy on
commence par en construire la projection sur un pian perpendiculaire 4
laxe de symétrie. On part donc de lapplication S—C donnée par
@+ ¥+ o** ol
qp(x’ Vs Z) = xza (P*(Xa Vs Z) = ¢(y’ 2, X) Ctj= elin/li.
Son lieu critique est un octaédre régulier de la sphére S, et elle applique S
sur un triangle équilatéral revétu huit fois aux sommets duquel se trouvent
six mouchoirs pliés en quatre, 4 raison de deux par sommet (Fig. 46).
Bien entendu cette application est invariante sous I’action antipodale. On
veut maintenant perturber ¢ de fagon a faire du lieu critique une courbe
connexe car le contour apparent de la surface de Boy est 'image C' d’'un
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A N

i

F1G. 46. Lieu critique sur la sphére de 'application définie en la figure 43.

cercle. L’analogie avec le déploiement du mouchoir plié en quatre nous
indique que le terme perturbateur est divisible par y donc également par z
si on veut que dans ¢* il soit divisible par x, ce qui nous suggére
finalement la perturbation ¢ = x>+ yzy ol ¥ une forme quadratique.
Comme nous I’avons dit le lieu critique de I'application ¢ + @*j + @**j
doit étre connexe pour que son image puisse correspondre au contour
apparent de la surface de Boy. Il y a en effet deux maniéres de plier un
mouchoir en quatre de fagon 4 obtenir la singularité (x, y)— (x2 »?) a
l'origine, correspondant aux deux fagons de tendre vers cette singularité a
partir du déploiement ¢, , suivant que uv est strictement positif ou stric-
tement négatif. Dans le premier cas le lieu critique de ¢,,, est une hyperbole
équilatére située dans les cadrans impairs et dans le deuxiéme cas elle est
située dans les cadrans pairs. Si maintenant on examine le lieu critique de
@+ @* + ¢*** sur la sphére qui est une perturbation du 1-squelette de
octaédre regulier sphérique passant par (1,0,0) (0,1,0) (0,0, 1), en se
plagant au sommet (0,0, 1) il est clair que le premier cas donne par
symétrie ternaire un licu critique a trois composantes connexes sur la
sphere, alors que le second donne un lieu critique connexe (Figs. 47, 48).

2

FiG. 47. Perturbation connexe du lieu critique.
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FiG. 48. Perturbation non-connexe du lieu critique.

Si on pose
¥ =ax®+ 2bxy + cy® + 2dxz + 2eyz + f22

alors, au voisinage du sommet (0, 0, 1) le deuxiéme cas correspond 4 la
condition

zoy -z P* <0
or si fc est non nul on a les équivalents suivants

y~f, Y*~c
donc on doit avoir

fe <.
Le cas le plus simple qui nous vient & esprit est
c=1, f=-1, a=b=d=e=0
soit
0 =x2+yz(y?—z%).

Cest cette perturbation que nous allons utiliser dans la suite, étant sur-
tout guidés par I'idée que la simplicité de ¢ contribuera & simplifier les
calculs ultérieurs. Rien ne prouve cependant qu'un choix différent des coef-
ficients a, b, ¢, d, e, f n’aurait pas donné des calculs plus simples.

On a défini la projection de I'immersion de Boy sur un plan perpen-
diculaire a son axe de symétrie ternaire par ¢ + @*j + ¢**/2. Si maintenant
on veut relever cette application de S dans C en I'immersion de Boy de S
dans R®, on se donne une fonction hauteur S —" R issue d’une application
de R® dans R polynomiale paire, invariante par le groupe alterné i, et
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admettant sur la sphére deux maxima, six minima et six cols non dégénérés.
On a choisi

h(x’y,z)=0]‘+401p ou O’l=x+y+zet
p=(y—x)z—y)x—2)

PROPRIETE 17. S —" R est une fonction de Morse sur la sphére admettant
deux maxima donnés modulo Iaction antipodale par (1/\/—3', 1 /\/5, 1/\/3 ),

six cols et six minima donnés respectivement modulo laction antipodale et la
rotation de 2n/3 autour de la droite x=y=z, par (\/5/\/3, — 1/\/3,
—1/6) et (—((1-x)3)"2  —(x2)2—((1-2)3)"?  (x2)"” -
((1 —x)/3)"?) ou x est la racine réelle de 70x> — 186x>+ 171x — 54.

Prewve. On commence par effectuer le changement de repére
orthonormé donné par

o f 2 l\r\
X = —= X
J6 /3
_|zb =y
I NEGRNE
z 1——1L Z
NCRNCENE
\ J . I I N

Par ce changement de repére la droite x=y=z a pour équation
X=Y=0, et h devient

h(x, y,2)=9Z*+2./6 X Z(X* - 3Y?).

On étudie alors les points critiques de cette application sur la sphére
X?+Y*+ Z?=1, modulo le groupe I" engendré par la symétrie par rapport
a l'origine et la rotation d’angle 27/3 autour de 0=.

On obtient les équations

Cuvia el ‘Z(YZ—Xz)X':O ‘—3Z(Y2—X2) X

2XYZ Y 3./6Z2+ Xx(x* -3y Z|
—6XYZ Y
3/6Z° + X(X*-3Y) Z

0,
=0.

Ce qui donne, modulo 'action de I' les trois points

(0,0, 1), 0, 1,0), (X0, 0,— (1 = X)?)
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ou X est la racine réelle de
70X°3 — 186X + 171X — 54.

On calcule maintenant le 2 —jet (4], de h aux points considérés:

(0,0, 1) (h],=1-2Xx2-2Y* indice 2 maximum

(0,1,0) [h]2=—§—_§((X—Z)Z—(X+Z)2) indice 1 col
2./2
(VX0 0, (1= X)) [h],=(1—X,)2— 3\\/fgxo(xo—xa)‘ﬂ

L 8(1-2Xy)
3=ax, X VX?

+./6(X,— X3)12 y? indice 0 minimum
c.q.fd.

Lapplication § —(¢+/¢"+/¢**4) C x R définit une application rationnelle
P(C?)>* P(C*) par composition de I'application P(C*)—¢ P(C?) ou les
composantes de G sont G,=x*(x*+y?+z3)+yz(y*—-z?), G,=G}*,
Gy =G5, Gy=01, Go=(x*+ y* + z%)? suivie de la projection conique H de
centreu= (0, 1,1, 1, —12) sur P(C3/Cu).

Pour le voir il suffit d’effectuer le changement de coordonnées
homogeénes suivant dans P(C®)

- r
v (0 - ) [x)
Y 1 L ! X
1 2 ) 1
5 —/3
Y, 44 4 4 1]]lx
kY4J L ‘ 1 1 1 —IZJ LX4J

La projection conique H s’exprime alors par suppression de Y, et si on
identifie P(C°/Cu) avec P(C*) grice au systéme de coordonnées homogénes

Zy=Y,, Z =Y, Z,=Y,, 23=Y3

on obtient la paramétrisation polynomiale du quatriéme de S dans R? en
gardant les trois composantes F,, F,, F; de F donnée sur S par:

607/61/3-3
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1
F1=3(2G,— G~ Gs)=Re(p +jo*+°¢**)

3 . .
Fz:%(Gz‘Gs) =Im(p +jo* +/°p**)

F;=G4+4(G,+G,+ G5 —Go)=h
Fy=Go=1.

Nous allons montrer que I'application rationnelle F induit I'application
polynomiale de S dans R cherchée avec

1
F, =3 [(2x2—y?> = 22)(x*+ y? + 22) + 2pz(y* — 2%) + zx(x? — 27)
+xp(y* = x*)]
3
Fz=—\é: [(—22)P+y*+22) +z2x(22 = x) + xp(y* — xP)]

Fi=(x+y+2)[(x+y+2)+4y—x)z—y)x—z2)].

On note X la surface rationnelle de P(C®) définie par G.

PROPRIETE 18. P(C3) =Y P(C*) est un morphisme algébrique dont
Pimage H(X) est une surface algébrigue rationnelle de degré 16 et d’équation

Z53 Res(ZoF\ — Z,Fo, ZoFy— ZyFo, ZoFy— Z3Fo) =0

ot Res(-) désigne le résultant par rapport aux coordonnées homogeénes x, y, z
de P(C°).

Preuve. Pour prouver que F est un morphisme algébrique il suffit
d’établir que G en est un, puis que le centre # de H n’appartient pas a 2.
Notons d’abord que G, =0 implique o, =0 et G, =0 implique alors g,=0,
et on a (x,,z)=(xq,jXg,j*Xo) donc G,=yz(y*>—z%)= —x(1 +2j) et
finalement G, = G, = G, =0 implique x =y =z =0, ce qui prouve que G est
un morphisme algébrique.

Si maintenant on suppose (G, G, G,, G5, G4)=4(0, 1, 1, 1, —12) alors
on a G,=0, soit ¢?=20,, et par suite G, + G,+ G3;=0,p =3A. De plus
4G, +G,+G3)+G,=0 soit o,(067+4p)=0. Si 6,=0 alors 1=0. Si
g,#0 alors p= —%6}. De plus G,—G,=G,— G;=G;— G, =0 ce qui
donne

(x+y)2x*—xy+2y*) = (y + 2)(2p* — yz + 2z?)
=(z+x)(2z2—xz+2x%)=0
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donc

<ou (x+y)(y+z)z+y)=03/2—0,=0
T2x*—xy+2y*)=—0,=0

mais g, # 0 implique ¢, #0 donc ¢, =a3/2 et si on remplace ¢,, 04, p par
leurs valeurs en fonction de ¢, dans la formule (0) de I'appendice B don-
nant le discriminant du polyndme du troisitme degré, on trouve ¢, =0.
Finalement on a bien 1 =0 ce qui montre que ¥ n’appartient pas a X.
Examinons maintenant ’équation de H(2') définie paramétriquement par

Zi=Fi(x7 y’ Z), i=0, 1, 2, 3.

F ¢tant un morphisme algébrique, le point (Z,, Z,, Z,, Z;) appartient a
H(Z) si et seulement si le résultant par rapport 4 x, y, z, ¢t suivant est nul

RCS(FI _th4, Fz"“Zzt“, F3_Zst4, FO—ZOI4)'

Les propriétés du résultant nous permettent d’écrire
Z(1)28 RCS(FI - Zl t4, F2 *ZztA, F3 - Z3t4, F()_ Zot“)

=ResY(ZoF,~Z,Fy, ZoF,— Z,Fy, ZoF3— Z4F,)
donc
Res(ZoF\~Z Fy, ZoF,—Z,F,, ZyF3— Z,F,)

est divisible par Z3* et (Z,, Z,, Z,, Z,) appartient & H(X) si et seulement si
Zo_32' RCS(ZOFI—ZIF(), Zon'ZzFo, ZoF3 —Z3F0)=0.

La surface rationnelle H(X) est irréductible, donc son degré est diviseur
de celui de I'équation précédente qui vaut —32 +48 = 16.

Pour s’assurer que le degré de H(ZX') est exactement 16 il suffit de trouver
un point de H(Z) n’ayant qu'un seul antécédent par F en lequel F ne soit
pas ramifié. Cest le cas du pdle (1,0, 0, 9) situé sur 'axe de symétrie ter-
naire de H(X), Z, = Z, =0, et dont I'unique antécédent est le point (1, 1, 1)
en lequel F n’est pas ramifié. c.qfd

Remarque 19.  On peut chercher les points d’'intersection de H(Z') avec
'axe de symétrie ternaire Z, = Z, =0 et voir en particulier que la trace de
H(Z) dans P(R*) contient strictement I'image par F de P(R?).

On pose pour cela

H, 1 Fo
HY |- 8 : 11} F,
H | 4 a4/3 1\ F
H, -4 —-4/3 1]/ \F,

607/61/3-5 %
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de sorte que
H,=HEf, H,=H#$, H,+H,+ H;=3F;=3(c} +40,p)

et .
F1=F2=0<>H1=H2=H3,

On a alors
TxH, =03 —60}(0? —20,) + 140,(0} — 26,)* + 3603(07 — 20,)
T(x+y+z)H = — 563+ 1206}(02 — 20,) + 20 (0] — 20,)?
+ 480263+ 12p(0% — 20,).
De sorte que si Hy=0 alors 6 — 20, =0 et le systéme ci-dessus donne

a,(a+40,p) =0}
0,(c}+40,p) = —50;+480%0;

or ¢, ne peut étre nul car on aurait H, = H,=H;=H,=0, donc on a

p=0
ogi—80y=
0%“20’2—-0

ce qui contredit I'équation (0) de I'appendice B. On peut donc supposer
61 —20,=1 on pose également F;= alors on obtient le systéme

ot+do,p—1 =0 (1)
63— 607+ (14—1) 0, + 360, =0 (2)
—56}+ 1263+ (2—~1)a,+ 480205+ 12p =0 (3)
—4p*—1080% +40,0,(562 —9) — S +4g% — 507+ 2 =0. (4)

On ¢limine p et o4 entre les trois premiéres équations par la combinaison
Eq. (5)=9(Eq. (1)) + 403(Eq. (2)) — 36,(Eq. (3)).
On obtient alors en posant s=07:
4s* — 95 +(29—41) s> +3(t—2) s — 9t =0. (5)
On reporte ensuite dans (4) la valeur de o, tirée de (2)
144p% + 35° — 165 + 6(12 — t) 5> + 8(2t — 19) s> + 3(£* — 161 + 88) s — 72 =0.

(6)
On reporte dans (6) la valeur de p tirée de (1)

356 —165° + 3(27 — 2¢) 5* + 8(2t — 19) 5> + 3(£> — 221 + 88) 5*
—~ 725+ 92 =0. (7)
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Pour =0 le systéme (1)-(4) n’a pas de solution, on suppose donc ¢ #0
et dans ce cas si les équations (5) et (7) admettent une solution commune
en s, on a bien 5 #0, on en déduit o, puis o5 et p a I'aide de (2) et (3), alors
(1) est vérifiée et s étant non nul I’équation (6) est également vérifiée ce qui
donne (4) & l'aide de (2).

Ainsi il existe (x, y, z) #(0, 0, 0) tel que

TH, =3t
TxH,=o0,t
Tx+p+2)H =0t
Le déterminant de ce systéme dont les inconnues sont H,, H,, H, est

1 1 1
X y z =5—3.
y—z z—Xx X—y

Si s =3 l'équation (5) donne ¢ =9 et on en déduit
1
0'1=\/§, 0,=1, Oy=—"7, p=0
3\/3

ce qui donne le point

o OO -

dont l'unique antécédent est

On voit finalement que tout point de la surface H(Z) situ¢ sur la droite
Z,=7Z,=0 et different du pole

(= =

o

correspond a exactement une racine, différente de 0 et 9, du déterminant de
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Sylvester relativement a s de (5) et (7) qui vaut, & une constante mul-
tiplicative preés:
Ht—9)? (9t —1)(t+3)* (P —1+296)=0.
t =4 Les équations (5) et (7) deviennent
(3s— 1)(125* —~ 235>+ 785 +9) =0
(35 — 1)(27s° — 135s* + 6785 — 11265> + 19355 —3) =0

dont l'unique solution commune est s=1/3 soit o, = 1/\/3, o,=—1/3,
Oy= — 1/3\/3, p =0 ce qui donne le point triple

9
0
0
1
dont les trois antécédents sont
1 1 —1
1 —1 1
—1 1 1

t=-—3. Les équations (5) et (‘7 ) donnent
45* — 957 + 415 — 1554+ 27 =0
358 — 165° + 99s* — 200s> + 4895% — 725 + 81 =0
dont le pged vaut s> —25s+9. On en tire

o1 =240, 0y= %02, 03=5 (3240, p=—§11/222)

ce qui donne le point sextuple
1
0
0
-3
qui appartient & une composante réelle de H(X) différente de I'image de
P(R?).
1*=1—296. On obtient nécessairement deux points triples
2
0

0
1+ 13i/7
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FiG. 49. Projection de la surface de Boy paramétrée par trois polyndmes du quatriéme
degré sur un plan paralléle a I'axe de symétrie. Une projection de la méme surface sur un plan
perpendiculaire 4 I'axe de symétrie est donnée en la figure 33. La paramétrisation utilisée dans
cette figure est
4F,
4F,

Fs

ou F, F, F; sont définis au paragraphe VIL

ce qui donne finalement avec les multiplicités, seize points de H(X) situés
sur la droite Z, =Z,=0.

Nous allons maintenant prouver que F se restreint 4 une immersion de
P(R’) dans P(R*) (Figs. 49, 33).

VIIL. LA RESTRICTION REELLE DE P(C3)—»f P(C*) EST NON RAMIFIEE

LeMME 20. La restriction réelle de P(C*)—F P(C*) est de rang
maximum i et seulement si les 3 déterminants A,, 44, A4 ne sannulent pas
simultanément sur R® privé de Porigine, o

0,G, 0,G, 0,G, 1

0,G; 0,Gy 0,G; 1

0,F, 0,Fy; 0,F; 0|’
X y z 0

A1=
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9.G, 8,G, 0.G,
.G, 8,G, 0.G,
ax G3 6)'63 6263

x y z

A4=—

l
SN
S

S = = =

Prewve. Dire que F est de rang maximum est équivalent 4 dire que le
noyau de DF est nul c’est-a-dire que I'image de DG rencontre trivialement
le noyau de H, ce qui signifie que la matrice

est de rang 4 sur R’ privé de l'origine. On ne change pas le rang de la
matrice en remplagant la ligne (0G,, —12) par (0F;, 0).

Il reste a remarquer que quatre vecteurs liés trois a trois 4 un cinquiéme
non nul sont nécessairement liés donc qu’il suffit de faire intervenir les
déterminants contenant la ligne (0,Gy, 8,Go, 8,Go, 0)=2(x*+y* +z%)(x,
¥, z, 0) pour exprimer que le rang de M est maximum. Les résultats de I'ap-
pendice B nous montrent les propriétés de symétrie. De plus on a

4, =J*(G15 Fs, GO)_J**(GI’ Fs, Gy)
donc 4, + 4, + 4, =0, il suffit donc de considérer 4,, 45, 4,. c.q.fd.

La propriété 16 vue précédemment nous interdit I'usage du résultant
pour voir si 4,, 45, 4,, ne s’annulent pas simultanément sur R* privé de
lorigine.

Nous nous placerons dorénavant sur la sphére réelle S d’équation

oy=3(01—1). (8)

Nous allons remplacer les équations 4, =A4,=4,=0 par des équations
invariantes par le groupe alterné & ,.

LeEMME 21. Sur S le systeme A, = A4;=A4,=0 équivaut au systéme

TxA=Tyd,=TzA4,=4,=0.

Preuve. En utilisant le lemme 0 de Pappendice B on exprime 4, et

2TxA4, en fonction de o,, g5 et p aprés élimination de o, grice a (8)
A,=2p(0?+ 1)+ 1680,6% —280%6;+ 690204+ 210,
+20]— 1003 + 1363 — 30, 9)
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2Txd, = po (60 — 802 —2) — 36pa; + 0321602 + 162)
+030,(—680%+ 8707 +27) + 468 — 126% + 65 + 962 — 3 (10)

et on utilisera ’équation (0) de l’appehdice B ou I'on a éliminé ¢,
4p*= —10803+ 640,(2002 — 36) — 6¢ + d40¢ — S0 + 2. (1)

Le systéme 4, =4,=4;=0 est équivalent au systéme Tx4,=Tyd, =
TzA,=0 sur la partie de S ou le déterminant circulant

z
x| =30,{6}-3)
y

ne s’annule pas. Si 62=3 alors x=y=z= + 1/\/3 et 'équation (9) montre
que 4, est non nul. Si ¢, =0 alors (9)-(11) montrent que 4, et Tx4, ne
s’annulent pas simultanément. Il ne reste 4 voir que

TxAl'l'TyAl+TZA1=01(A1+A2+A3)=0. C.q.f.d.

N X
= N <

Le lemme 0 de Pappendice B nous permet d’exprimer TyA, — Tz4, en
fonction de 4,, a5 €t p

2TyA, —2Tz4, = po(—120% + 1262 — 6) + po5(9603 — 18)
+ 32463~ 0,6,(300% + 603) + 208 — 36$ + 302 —6.  (12)

La restriction réelle de F est donc de rang maximum si et seulement si le

systéme
A4=2TxA,=2TyA, —2Tz4,=0

m’a pas de solution sur la sphére S.

Grice 4 (9)—(12) on va étudier un systéme en a,, 65, p.

PROPRIETE 22. La restriction réelle de P(C?)—f P(C*) est un
morphisme algébrique non ramifié.

Prewve. On va éliminer successivement p et o3 dans les quatre
équations obtenues a partir de (9)-(12), pour obtenir deux équations en g?
(les équations étant invariantes par I'action antipodale sur S) dont on con-
statera qu’elles n’ont pas de solutions sur S. On élimine p de 4, =0 grice 4
(9) et (11):

— 2822404062 + 112630,(840% — 20703 — 63) + 63— 14560% + 72240
— 806104 — 210662 — 549) + 2030 ,(5601° — 41848 + 10226
—76901 — 9207 +45) — 40}* + 40012 — 15361° + 2740}

—2276% + 7404~ 1062+ 2 =0. (13)
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On élimine p entre 27x4, =0 et 4,=0 grace a (9) et (10):

—30240, 03 + 03(50405 — 3845} — 178842 — 540)
+0,05(—840%+ 35168 — 246% — 50102 + 6)
+60}2—4201°+ 85¢% —456% — 1661 — 352 + 3 =0. (14)

On élimine p entre 2Tyd, —2Tz4,=0 et 4,=0 grice & (9) et (12):

(—806402 + 1512) 0,03+ 02(23520% — 45720° + 44152 + 513)
+0,05(—2646% + 10500¢ — 112204 + 33652 + 36)
70610 + 143¢% — 129¢° + 600 — 1202 — 6+ 12012 =0, (15)

Il nous reste 2 montrer que le systéme (13)—(15) n’a pas de solution sur
S. 1l faut d’abord éliminer o; pour obtenir deux équations en ¢, ol o, ne
doit intervenir qu’a des puissances paires.

On pose donc s =62, I'élimination de o, entre (13) et (14) et entre (14)
et (15) donne respectivement (16) et (17):

22
21
20
19
18
17
16
15
14
13
12
1 (16)
10
09
08
07
06
05
04
03
02
01

—

)
W W W = b
LR NN — 30 00 WK = DMNO D BN
NN = 00 0000 00 NN WO~ W W N N —
W = Q= O = J WO N = =N RN PR RN

NWNWWOWL ~YIWnmWrk RONWVN=OWPRNOLULN

QNGO OO OO0~ =00 W= N WWwONDNNYNWNWL
0P OANELPLAANAN L, WONIX IR, ARNDANDOOO

AP LWLNNOANR NWOOOHEWWWRNRA\WOY
N AT PB OO R WLVGWKNTWERN=WLWOARND SOOI WK W
MWW R WODWUMJWLWARDOOHEANT— NN WS
N0 QW AN NN = ANDO OO R ONWND — W oo
0 Q0 LW WLiN\D WO DNOYTNWW—=NYO W
O OO NOOARNROOPLOONDNANOOOO— O NS
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|
N W L RN W | =

| == | N W e s = s R WO NN

—_ k= D = 00O N OO BAWW LW EA O
| ~2 55 00 00 00 LW OO M W AR 00 3~ — O\ = 00\
~N A VNN A VDWW = A=, NONOOWL
R UW AW ~OW—Hh OANIAPUNDNDWVGO W
—— 00 P QWO O NN O N L WO =W
N PR2AO R, R ANV ENWWNY = ORONWWV

—

— AN N = 00 W NV LW WD WKL = O = O
OO = 00 RN OVUWOO IO N0 NOON WO
MNAWWNRFR, JIIJI0ORNWN == -J00—=00Oo O
W OOV WONMFWUNDRDWWHoNOOO A ODN

s
20
19
18
17
16
15
14
13
12
11
10
09
08
07
06
05
04
03
02
01
00
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(17)

Nous calculons maintenant le pged de (16) et (17) qui est égal & (s + 1)?

multiplié par le polyndme de degré 12 suivant:

j

W= =1 00 N oo O N
AR NP AV OOWBL—E, AW
OCHEJ0OARAOPERNDWULNAIRNYD
N = W I — b= oo
BN WO PPN E RN IND WL

[ S T T R S R

— 00

AN NN WNLO AR, NDWLWO W
AN WA UL WL YOO O NI~
NOPLANOMREAINDEAADN

s
12
11
10
09
08
07
06
05
04
03
02
01
00

(18)

Quand on est sur S, o2 prend ses valeurs dans [0, 3], il suffit donc de
constater, grice a la méthode de Sturm,' que le polyndme (18) ne s’annule

pas sur [0, 3], pour conclure.
! Voir par exemple [WAE, I, p. 248].

c.qfd.
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APPENDICE A

Paramétrisation de la surface de Boy du sixiéme degré
La surface de Boy correspond a la valeur du paramétre de déformation
b=1. Nous partons de la paramétrisation de S; x R dans R* donnée par

2
X; \/T_(cos29+ 21 cos )

X,=( —\/Ebtsin 30+ %-E(sin 20—-\/§tsin )

X, 1
en posant
u=cosf-(1+¢2)7'2  w=sinf-(1+)"'2  w=i1l+1)""?

et on introduit une coordonnée d’homogénéité X, ce qui donne la
paramétrisation de P(R*) dans P(R*) suivante

X, 3[(u2+vz+wz)(u2+vz)—\/-2_bvw(3u2—vz)]
X, \/E(u2+vz)(u2—v2+\/§uw)

X, \/E(uz + ) 2uv — ﬁvw)

X, 3(u? +0v?)>

(X)=

On considére les différents changements de coordonnées homogénes a la
source et au but suivants

rlw r\/i ()
Uu ﬁ ﬁ u
A -1 1 1

N2 A
w' _—1__1_1_ w
L)AL
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22 - - 22 3 - -6
m={ . 3 5 . |J® ®=|. _‘{/5 ,-‘/f—z. (¥)
1 3
-1 3 - ,
=", T, |w w={; ', ]
-1 -3 1 |
f—_3- N f2 j
2 V3
NN 2 v2 o ol
ne| FEE P Dl
NN NN
Rl et St | 2 11
V3 V3 VB VB L3\/§\/5\/5\/§J
1 2 2 2 /3 6
: P32 —1
m={. 3 L Ve @ Lo
1 -1 -1 - 1 j 72 -1
(3 W (2 )
2 3./3
V2 -1 -t V2o ozl
J2 V2 Jo V2
-t -t -1 S
L NERNERNED L NORNENGS
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9 2 2 2
3y ¥,
3 32 3 |V
—1 -1 -1
2./2 ~3/2
.3
3 .
V2
2 —2
11
. (Y)

La paramétrisation devient alors

EW?*+v?+w?)— ﬁ bF

Ev'w' —\% b
Ew'u’ —% b
Eu'v' —i b

NG

(Y)=

(X)

Ew?+v2+w?) — /3 Fb
E(3U,W, _ u/Z _ DIZ _ W/Z)
EGwu —u?—v>—w'?)

E(3urv/ _ u/2 _ er _ W/Z)

ou E=(u'+v' +7w)u' +°0" +jw) et F=(u' 40 +w)v —u')w —0')

(u' —w')

De méme on a la paramétrisation

ou

l-bw//(uu3 _ 0113) + u//vuw//2

u//l)//(uuZ +Uﬂwu)
MNUH(U”Z + MNW”)

u//ZUNZ

(Y)=

s(rs+ib(r* = 1))
r(ri+s)
r(l +rs)

r2

r=u"/v" et s=w"/v".
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On a enfin

(12 + 0?)(2w? — u? — v?) — 2. /2 bow(3u® — v?)
(2 + o) u? — 02 + \/5 uw)

(? + v*)uv — \/E ow)

(4 +v*)~

()=

Equation de la surface de Boy du sixiéme degré

On obtient I’équation de la surface dans les différents repéres

64(Xo— X;)° X3 —48(X, — X3)? X2(3X2 + 3X2 + 2X?2)
+12(Xo— X3) X5(276%( X2 + X2)> — 6(3b% + 1) X3(X? + X3)
+18./2(1 — b2) X, X3(X3 —3X2) + 36./2 bX, X5(X2 — 3X?)
+4X3) + (9X7 +9X3 - 2X3)(- 81b°(X7 + X3)°
—18(367 + 1) X2(X2 + X2) + 54./2 b(b> — 1) X, X;(X2— 3X?)
+108,/2 b2X, X3(X2 — 3X2) +4X4) =0
Y3 V3—Y2YY, Y, +3Y)+ Y, Y (B°Y2 Y2 —(3b* + 1) ¥, ¥, Y2
+(1=0%) Y5(Y3 4+ Y2) 4 2ibY5(Y3 - Y3) +3Y%)
+(Y, Y, — V)~V Y2— (32 +1) ¥, Y, V2
+ib(b* —1) Y5(Y3— Y3) 4+ 2b°Y5(Yi + Y3) + Y4) =0.

En utilisant les notations de I'appendice B pour les polyn6mes alternés
élémentaires on a également

b
(xo—0,) (X003 +20,0;— a3) +ﬁ p(xo—a )40} — 90, —x})
b2
+? (1626,0,03— 546304+ 8103 — 14707063
+646i0,—80%+ xo( —1620,0;+ 450305+ 690,03
~34630,+403) + x3(186,06,— 363 —Toi0,+ 20%)
+ x3(40,0,— 03 —903))
b3

33

+ p(xo—0,)(x3—20,x0+276,—802)=0
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612201065 — 032 + x4(90% — 207 65) + xH(365 — 2012)
1 ! b ! ! ’ t ! ?
‘x03¢71)+7—§/’ (905 — 407* — 6x407)
b3 2

+ 3\/5 p'c (862 —2705) + (1626 6,0

— 54636, 4 8105 — 14762652 + 6406, — 80°

+xo(—2761%0y— 270 05> + 24665, — 40;%)) = 0.

On a enfin
XPXP —UXZXP?— X, X5((h* + 1) 3UXS? — h2U?
+2(b*—1) V+4bW)— (B> + 1) U X — b*U° + 2VX53(1 — 3b?)
+4b*VU 4 2bWU(1 — b)) + 26X 2W (B> = 3)=0
oun U=X7+ X2 V=X, X3(X?-3XP), W=X,X;03X2—X5).

Equation de la courbe double de la surface de Boy du sixiéme degré

La courbe double de la surface algébrique réelle précédente est la courbe
unicursale du sixiéme degré donnée par

3(3 sin 2a + sin 6(0 + a)) sin 3(0 + ) cos 3(0 + a)

(X)= 4./2cos asin 3(0+ a)cos 0 (X') = sin 3(6 + ) cos o cos 0§
4./2cos asin 3(6+a)sin § sin 3(8 + «) cos a sin 6
6 sin 2o sin o COS &

avec b=tga.
En posant t=tg@ on a

(t+b)(t(b/3—1)—b—/3)e(b /3 +1)
+h— I =) e+ /3) = L +b/3)elb—/3)
—1-b./3)
(14 b)(t(b/3—1)—b—/3)1(b/3+1)
(X)= +b— 3N+ 1)+ 1)
Ht+b)(1(by/3—1)—b—./3)(1(b/3+1)
+b— /3P +1)(B2+1)
b(b? + 1) (2 + 1),




SURFACE DE BOY 263
APPENDIX B

Polynémes alternés a trois indéterminées

On définit trois endomorphismes de I'algébre K[x, y, z] des polynomes a
trois variables sur le corps commutatif K de caractéristique différente de 2:

*:f'_"f‘ f*(X,y,Z)-—-f()’,Z,x)

~ fH]‘ f(x’y’ z)=f(y, x, 2)
T:f>Tf=f+f*+f**

i

free=j=r  J=F.
On en déduit que 7 et ~ commutent comme 7T et * d’ailleurs:
Tf=Tf Tf*=T*f=Tf Tf Tg=Tfg+ Tf*g+ Tfg*
On obtient les régles suivantes concernant les opérateurs de dérivation:
o f*=0rf 9.J=0,f
o,f*=arf 0,f=0.f
o.f*=0rf 0.7=0.1

On définit le jacobien de trois polyndémes f, g, he K[ x, y, z] par

o.f 0,f 0.f
J(f,g,h)= |08 0,8 0.8
d.h 0,h 0.k

Le jacobien est trilinéaire alterné et vérifie

JUf1 far 8 B) =1 I fa, 8 B) + 1o I f1s 8 )

¢t si on compose

S | |
g1° (82 (&3
hy hy hy

Ona

S
J(f3, 83, h3)=J( /2, &2, hy)-J(f1, 81, h1) ° | &2
h,
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On a enfin

T*fig Wy =J(f* g5 h*),  T(figh)=—I] & h).

Outre les polyndmes symeétriques élémentaires o, =Tx, o,=Txy,
g, = xyz, on introduit

p=(y—x}z—y)x—z)

Ces polyndémes sont liés par la relation donnant le discriminant du
polyndbme homogéne & deux variables du troisiéme degré:

p’=—40}0;s+ 0303+ 186,0,0;5— 403 —2703. 0)
On utilisera le lemme suivant

LemMme 0. Le polynome f de K[ x, y, z] est invariant par le groupe alterné
5 si et seulement si il peut s'écrire

f=P(O'1,0'2,0'3)+[)Q(0'1,0'2,0'3), P’ QEK[X,y,Z].

P et Q sont alors déterminés de facon unique.

Preuve. Pour I'unicité il suffit de remarquer que

1 1
E(f+])=P(Ux,02,U3), ﬂ(f_]():Q(aboZ’aB)
et que a,, 6,, 05 sont algébriquement indépendants
P(Gl, (N 03)=0¢>P=0

Pour l'existence il suffit de montrer par récurrence que la propriété est
vraie pour les polynémes

Tx"kyk on 0<k<

NS

on peut utiliser les formules de récurrence suivantes:

n pair

Txn/Zyn/Z — 0.2 Txn/27 lyn/z— 1_ 0'3(T+ T) xn/2‘ 1 yn/272
Txn/Z + lyn/2— 1_ g, Txn/Zyn/Z— 1_ Txn/Zyn/Z —a, Tx"/zf lyn/2—— 2
Tx"ly =g, Tx" *y—Tx" ?p*—0g,Tx" >

Tx" =6, Tx" '—(T+T)x" "'y
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n impair
Tx(n+ l)/2y(n— 1)2 _ a, Tx(n- l)/Zy(n —3)/2

— g, Tx" =32y =32 _ 5 Togln—102pn =512
Tx(n+ 3)/2y(n— 3y2 _ o, Tx(n +1)/2 y(n— 3)/2

_ Tx(n +1)/2 y(n— 1)/2 _ o3 Tx(n— 1)/2 y(n— 5)/2

Tx" 'y =0, Tx" 2y—Tx" 32 —g,Tx" >
Tx" =g, Tx" '—(T+T)x"'y.

Pour démarrer la récurrence on a

Txy =0,
Tx’y=4(6,0,—305+p)
Tx*y*=0}— 20,0,
Tx*y=4(6}0,~0,65— 202+ pa,). cq.fd.

Le lemme précédent est en fait une conséquence immédiate de la théorie
de Galois (voir par exemple [WE]) mais la démonstration que nous en
donnons fournit un moyen de calcul efficace des polyndmes P et Q.

[AR]
[BA]
[(B1]
[BO1]
[BO2]
(co]
[HO]
[JA]

(kU]
[LA]

(MA]

[MI]
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