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Nous reprisentons la surface de Boy comme surface aigebrique reelle rationnelle 
du sixieme degrt engendree par des ellipses et parametree dans II3 par trois frac- 
tions rationnelles quotients de polynomes du quatrieme degrt. Nous representons 
Bgalement la surface de Boy comme partie dune surface algebrique rkelle ration- 
nelle du seizitme degre et paramttree dans R3 par trois polyn6mes homogbnes du 
quatrieme degrt d&nis sur la sphere. 0 1986 Academic Press, Inc. 
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I. IN~~DuCTI~N 

La construction par W. Boy [BOl, B02] en 1901 de la surface qui Porte 
maintenant son nom rtpondait ntgativement a une question que lui avait 
pose D. Hilbert concernant l’impossibilite d’immerger le plan projectif reel 
P(R3) dans R3. La construction de W. Boy, purement geometrique, con- 
sistait a donner les courbes de niveau de la surface relativement a une 
fonction hauteur (Figs. l-3) ce qui rentrerait maintenant dans le cadre de 
la theorie de Morse. 

Une remarque ulttrieure de D. Hilbert a montre que l’on pouvait faire 
cette construction en imposant a la surface d’avoir un axe de symttrie ter- 
naire la coupant en son point triple et en un autre point que nous 
appellerons pBle de la surface. C’est cette derniere surface qui est main- 
tenant connue sous le nom de surface de Boy (Fig. 0). 

Les differentes representations du plan projectif reel dans R3 connues jus- 
qu’alors, essentiellement le bonnet croist de Steiner (Figs. 9-l 1) et la sur- 
face romaine de Steiner (Fig. 39), admettaient des singularites mais avaient 
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FIG. 0. (Haul) Premitre surface de Boy d’aprks [BOl]. (Bus) Surface de Boy avec axe de 
symktrie ternaire d’aprbs [CO]. 

FIG. 1. Sections planes de la surface de Boy par des plans perpendiculaires g l’axe de 
symbie ternaire et sit&s du cbti du plan des cols oppos6 au p6le. 
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FIG. 2. Section plane par le plan des ~01s. 

toutefois l’avantage considerable a l’tpoque d’admettre des representations 
parametriques polynbmiales. 

Le probleme s’est done tout de suite pose d’avoir une telle representation 
parametrique pour la surface de Boy, et m&me de la rep&enter comme 
surface algebrique rtelle ce qui nest pas possible pour les surfaces de 
Steiner a cause de la presence de paires de singular& du type “bonnet 
croisC” qui introduisent des demi-droites parasites (Fig. 4). (Dune facon 
genirale une varitte algebrique rtelle admet en chaque point un voisinage 
homeomorphe a un cone sur un complexe simplicial de caracttristique 
paire ce qui exclut le bonnet croise (D. Sullivan [SU] )). 

FIG. 3. Sections planes par les plans perpendiculaires B l’axe de symttrie ternaire et situ&s 
entre le plan des cols et le pble. 
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FIG. 4. Deux singular& du type bonnet croise sur la cubique reglee. 

Dans son article [BOl ] W. Boy esquisse un plan de travail qu’il n’a 
jamais mis en oeuvre pour determiner sa surface par une equation algebri- 
que dont il remarque que le degre sera au moins six: 

. ..Mit der geometrischen Construktion ist die immerhin befremdliche Moghchkeit 
der Existenz von singularitatenfreien Funktionen f(.x, y) gezeigt, deren reeller Wer- 
tevorrat ganz im Endlichen liegt, und die zwei Extreme und ein Maximinimum 
haben. Ein Weg dazu zeigt sich ohne Weiteres. Man miisste die Curven unseres 
Systems algebraisch approximieren und nun die Coefficienten nicht als Zahlen, son- 
dern als Funktionen eines Parameters = darstellen, bei dessen Anderung die Curven 
des Systems durchlaufen werden. Die wirkliche Aufstellung der Funktion scheint 
aber nicht ganz einfach zu sein. Die Gleichung dieser F&he wie der folgenden wird 
mindestens von sechsten Grade. 

Malgre une construction empirique de la premiere surface trouvee par 
Boy permettant la rtalisation dun modele cote donnee par F. Schilling en 
1924 [SC], le probleme ne semble pas Cvoluer puisqu’en 1932 D. Hilbert et 
S. Cohn-Vossen le mentionnent dans [CO]: 

Ob es algebraische FILhen von der Gestalt der Boyschen Flache gibt, ist noch 
nicht untersucht. 

On en retrouve la trace dans le tours de H. Hopf a Stanford en 
1955-1956 [HO] oh il precise la forme sous laquelle on peut chercher une 
immersion du plan projectif reel dans R3: 

. ..For the projective plane, this could be done, for example, by specifying three 
functions on the 2-sphere which are even and such that the rank of their Jacobian is 
2. It is conjectured that this can be done with homogeneous forms of even degree. 
However, it is impossible with quadratic forms and is conjectured to be impossible 
with quartic forms. 

C’est en 1978 que B. Morin [MOl] donne la premiere parametrisation 
explicite de la surface de Boy comme modele central du retournement de la 
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FIG. 5. Projection sur un plan paralltle g l’axe de symh-ie de la surface de Boy 
paramCtrk.e d’aprks [MOl] par trois fractions rationnelles quotients de polynBmes du 
douzii?me de@. 

sphere par trois fractions rationnelles quotients de polynomes du douzieme 
degrt definies sur la sphere privee des deux poles, se prolongeant en une 
immersion de classe C’ mais non C2 (Figs. 5, 6). 

En cherchant a realiser un modble en til de fer de cette parametrisation a 
partir des images des droites projectives correspondant aux mtridiens de la 
sphere, le sculpteur Max Sauze eat l’idee d’approcher ces courbes par des 
ovales. De l’ovale a l’ellipse il n’y a qu’un pas qui ftYit franchi en 1981 par 
J-P. Petit et J. Souriau [PE] pour donner une parametrisation par des 
fonctions transcendantes de la surface de Boy engendree par des ellipses 
passant par le pole de la surface. La qualite picturale de cette represen- 
tation parametrique est remarquable, malheureusement les auteurs ne don- 
nent aucun moyen de verifier si elle est effectivement de rang deux. 

FIG. 6. Projection sur un plan perpendiculaire $ l’axe de symttrie. 
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Dans le present travail nous nous proposons de repondre a certaines 
questions posees sur la surface de Boy. Nous montrerons dans le 
paragraphe II que, comme le pensait Boy, le degrt minimum de sa surface 
est six, que si on en cherche plutot une representation parametrique par 
trois polynbmes homogenes de m&me degrt pair sur la sphere, comme le 
suggere H. Hopf, ce degrt est au moins quatre, et enlin que l’immersion 
de Boy nest pas la projection dans R3 d’un plongement du plan projectif 
reel dans R4. 

Dans les paragraphes III et IV nous construirons effectivement la surface 
de Boy comme surface algebrique rtelle du sixieme degrt engendree par 
une famille d’ellipses passant par le pole, et parametree par trois fractions 
rationnelles quotients de polynomes homogenes du quatrieme degre se 
prolongeant par continuite sur toute la sphere en une immersion en 
position generale de classe C’ mais non C*. Son equation est: 

64(X, - X3)3 X; - 48(X,, - X3)’ x(3x: + 3x’* + 2%) 

+ 12(x,-x,) x3[27(x + xf)’ -24x(x: + z) 

+ 36&&k’, (x: - 3J(;2) +4X;] 

+ (9% + 9% - 2%)[ -81(x: + G)’ -72%(x: +x’,) 

+ 108$X, X,(x: - 3x) + 4X;] = 0. 

Notons que I’on parviendra a en determiner la courbe double comme 
courbe du sixieme degre unicursale du type “helice tripale” (Fig. 29) et 
qu’un voisinage de cette courbe dans la surface est un ruban de Mobius 
immerge dans R3 (Fig. 31). En fait cette surface de Boy appartient a une 
famille a un parametre de surfaces du sixieme degre permettant de la defor- 
mer continument en la surface romaine de Steiner, cette deformation 
passant du domaine des immersions a un voisinage de la surface romaine 
contenant des singularitts stables par l’intermediaire d’une singularite dont 
on dtmontrera la genericiti au paragraphe V. 11 s’agira de la confluence 
hyperbolique de deux bonnets croises (Figs. 7, 8, 12-14). Les formules 
algtbriques dans differents rep&es sont rassemblees dans l’appendice A. 

FIG. 7. Deux bonnets croisks avant confluence. 
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FIG. 8. Surface sans singular& aprks confluence hyperbolique des deux bonnets croisb. 

FIG. 9. Courbe 
I 

double du bonnet croisi: 

FIG, 10. Modile combinatoire du bonnet croisk de Steiner. 

FIG. 11. Bonnet croist de Steiner. 
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FIG. 12. Courbe double de la surface de Boy combinatoire. 

/ 

/ 

/ 
/’ 

FIG. 13. Modtle combinatoire de la surface de Boy aprks confluence hyperbolique des 
deux bonnets croisks sur la surface de Steiner. 

FIG. 14. Modtle de la surface de Boy obtenu par confluence hyperbolique des singularitts 
sur le bonnet croisk de Steiner. Ce modkle est B rapprocher du premier exemple de W. Boy 
(Fig. 0). 
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11 est a signaler qu’une etude systematique des surfaces rationnelles du 
sixieme degre engendrtes par une famille a un parametre de coniqucs etait 
deja faite par Th. Reye en 1896 [RE] et que bien que notre famille 
corresponde a un cas singulier (decomposition de la courbe double en une 
sextique et deux droites) de la classe de ces surfaces ayant une section plane 
generique de genre deux, W. Boy aurait pu y trouver sa surface. 

Le paragraphe VI nous montrera qu’il est legitime de chercher a 
parametrer la surface de Boy par trois polynomes homogenes de meme 
degre pair definis sur la sphere, comme le conjecturait H. Hopf, et nous 
construirons explicitement au paragraphe VII une telle parametrisation 
avec des polynomes du quatribme degre refutant ainsi la deuxibme conjec- 
ture mention&e par H. Hopf. 

Ces trois formes quartiques dtfinies sur la sphere sont 

F, = &-(2x2 -y2 - z’)(x* + y* + z’) + 2yz( y* - z*) 

+zx(x2-z*)+xy(y*-x2)] 

J? F2=2 [(y*-z*)(x*+y*+z*)+zx(z*-x*)+xy(y*-x2)] 

F3=(~+y+z)[(x+y+z)3+4(y-x)(z-y)(x-z)]. 

Cest a l’aide de la technique des polynomes alternes, dont le rtsultat 
essentiel est rappelt dans l’appendice B, que nous prouverons au 
paragraphe VIII que cette parametrisation est bien de rang 2 sur la sphere. 

Le principe commun a toutes ces parametrisations se trouve dans la note 
[MOl] deja citte. Dans cette note B. Morin reconstruit la surface de Boy 
a partir de son contour apparent vu du centre de la sphere osculatrice en 
son pole, ce contour apparent &ant suppose $tre une hypocycldide a trois 
rebroussements. La construction consiste alors A perturber la projection 
centrale de la surface de Boy sur la sphere osculatrice en son pole par un 
facteur radial reconstituant cette derniere. La construction que nous effec- 
tuerons au paragraphe III reposera sur l’hypothbe que le contour apparent 
de la surface de Boy vu de son pole est une hypocycldide a trois 
rebroussements et nous chercherons a relever les tangentes a l’hypocycldide 
par des ellipses passant par le pole. 

Enlin la construction du paragraphe VII partira du contour apparent de 
la surface de Boy vu du point a l’infini de son axe de symetrie temaire que 
l’on cherchera a relever verticalement par une fonction hauteur. 

Avant d’entrer dans le vif du sujet placons-nous pour un instant dans le 
cadre plus large des immersions du plan projectif reel P(lR’) dans R3. Une 
premiere man&e de classer ces immersions consiste a former les classes 
d’homotopie reguliere c’est-a-dire a considtrer comme equivalentes deux 
immersions homotopes par immersions dans [w3. 
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FIG. 15. Surface de Boy directe. 

11 resulte d’un travail de I. James et E. Thomas [JA] qu’il y a exactement 
deux classes d’homotopie rtguliere de P(R3) dans R3. Le fait que l’on 
puisse imposer a des representants de ces classes l’equivariance par 
symetrie ternaire est signale par E. Bierstone [BI]. Sachant qu’une 
homotopie reguliere ne modifie pas le reste modulo 4 du nombre de demi- 
tours orient& d’un ruban de Mobius autour de son Lme et qu’une symetrie 
par rapport a un plan change le signe de ce nombre, et sachant que tous les 
rubans de Mobius de la surface de Boy sont regulierement homotopes car 
il n’y a qu’une classe d’homotopie non triviale dans le groupe fondamental 
du plan projectif reel constituee des dmes de rubans de Mobius, on en 
deduit que la surface de Boy et son image dans un miroir reprbentent les 
deux classes prtctdentes (Figs. 15, 16). 

Nous appellerons immersion de Boy directe celle pour laquelle les rubans 
de Mobius font un demi-tour dans le sens du tire-bouchon modulo 4. C’est 
le cas de l’immersion construite par Boy et de celles qui rtsultent des 
parametisations citees prtctdemment. On reconnait qu’une surface de Boy 
est directe en regardant I’orientation de l’helice tripale representant sa 
courbe d’auto-intersection. L’helice tripale doit Ctre a pas positif: 

Une classification plus line consiste a considerer les classes d’homotopie 

FIG. 16. Surface de Boy inverse. 
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par immersions en position gtntrale, c’est-a-dire que l’intersection des plans 
tangents en un point multiple de l’image d’une telle immersion est de 
dimension minimum. Les classes d’homotopie reguliere se divisent alors en 
sous-classes, le passage de l’une a l’autre de ces sous-classes se faisant 
generiquement par six deformations d&rites dans [M02]. 

Le problbme qui se pose tout naturellement est de caracteriser la sous- 
classe de l’immersion de Boy directe. Nous verrons au paragraphe II qu’une 
condition necessaire d’appartenance a cette classe est que l’ensemble des 
antecedents des points doubles soit l’image dans P(R3) dun cercle par une 
immersion en position gtntrale admettant trois points doubles, cette image 
&ant par ailleurs non homotope a zero dans P(R3) et s’envoyant dans R3 
sur une helice tripale a pas positif. 

Malheureusement cette condition n’est pas suffsante. Pour s’en rendre 
compte on peut d&former l’immersion de Boy directe a l’aide de l’une des 
six deformations gtneriques d&rites dans [M02], en l’occurrence de la 
deformation du type Dl. Une telle deformation est caracterisee par la don- 
n&e de deux chemins simples a supports disjoints de la surface source de 
l’immersion en position generale, dont les origines ont une image commune 
distincte de l’image commune des extremitts. On suppose de plus que 
l’union des deux supports borde un disque plongt dans le complementaire 
de l’image de l’immersion. 

Au but, la surface se prbente comme un paraboloide hyperbolique et un 
plan parallele au plan tangent au co1 dont la tote est le parametre de defor- 
mation. Le premier chemin joint les deux sommets de l’hyperbole d’auto- 

FIG. 17. Surface reprkntke par un plan et un paraboloide hyperbolique avant le passage 
d’une singularitt du type Dl. Deux points a et b de la courbe double sont relits d’une part par 
un segment (s) du plan et d’autre part par un arc de parabole (c) de la quadrique. (c) et (s) 
bordent un disque dans le compltmentaire de la surface. 
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FIG. 18. Surface aprks passage de la singulariti du type Dl. 

intersection par un segment du plan tandis que le second les joints par un 
arc de parabole du paraboloide hyperbolique (Figs. 17, 18). A la source la 
deformation rtalise une chirurgie sur la courbe d’auto-intersection le long 
des deux chemins. 

On peut, selon une idte de B. Morin, appliquer cette deformation a I’im- 
mersion de Boy directe en tracant les deux chemins: I’origine commune et 
l’extremite commune sont situ&es aux sommets de deux pales distinctes de 
l’helice tripale que l’on joint d’abord par le chemin le plus direct, puis par 
un chemin passant par le pole, en controlant que les deux chemins arrivent 
en un m$me point double par deux nappes distinctes. Les deux chemins 
ainsi tracts bordent un disque dans le complementaire de la surface. 

Le passage de la singularitt generique Dl permet de deformer l’immer- 
sion de Boy en une nouvelle immersion dont l’image est construite sur les 
figures 19-24. 

L’image rtciproque de la courbe d’auto-intersection de la surface de Boy 
directe ou inverse est un lacet trace le long de l’ame dun ruban de Mobius 

FIG. 19. Surface de Boy 



SURFACE DE BOY 197 

FIG. 22. Wformation du modble combinatoire de la surface de 
singularitC du type Dl. I1 manque deux disques sur ce modble. 

FIG. 20. Modtle combinatoire de la surface de Boy. 

FIG. 21. Courbe double du modAle combinatoire de la surface de Boy. 

Boy par passage d’une 

FIG. 23. Nouvelle courbe. double sur le modkle combinatoire (Fig. 22). 
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FIG. 24. Modtle combinatoire obtenu aprts avoir ajoutt les deux disques manquants $ la 
figure 22. 

et ayant trois boucles situees alternativement d’un c&e ou de l’autre de 
l’ame, chacune de ces boucles bordant un disque. Apres la chirurgie 
precedente nous obtenons toujours un lacet tract le long de l’ame dun 
ruban de Mobius mais admettant cette fois-ci une boucle le long de laquelle 
sont placees deux boucles situtes a l’interieur de la premiere (Figs. 24-28). 

Seules ces deux petites boucles bordent un disque ce qui prouve que la 
nouvelle immersion n’est ni dans la classe de l’immersion de Boy directe ni 
dans celle de l’immersion de Boy inverse. On remarque alors que la 
nouvelle courbe d’auto-intersection (Fig. 23) est une h&lice tripale a pas 
negatif de sorte qu’apres une symetrie plane dans R3 nous obtenons une 
immersion en position gtntrale de P( W’) dont la courbe d’auto-intersection 
est une htlice tripale a pas positif qui se releve dans P(R3) en l’image non 

FIG. 25. Image rkiproque de la courbe double de la surface de Boy sur le plan projectif 
obtenu A partir d’un disque par les identifications indiqutes par les nombres et les fltches. Les 
trois boucles de la courbe double bordent trois disques hachurks. 
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FIG. 26. Image rkiproque de la courbe double sur un ruban de Mabius reprtsenti par 
une bande dont les bouts sont convenablement identitits. 

homotope A z&o d’un cercle par une immersion en position gCnCrale A trois 
points doubles. 

Cet exemple now sugg&e, pour tenter de caractkiser la classe de l’im- 
mersion de Boy directe, d’imposer, en plus des conditions prtddentes, aux 
trois boucles de l’image rkciproque de la courbe d’auto-intersection de bor- 

FIG. 27. Voisinage de l’hke tripale dans l’immersion obtenue A partir de celle de Boy par 
passage de la singularitt du type Dl comme indiquk dans la figure 22. Le bord de ce voisinage 
est constituk de quatre cercles non enlacts. 
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FIG. 28. Image rtciproque de la courbe double de I’immersion d&rite en les figures 22 et 
27 sur un ruban de MGbius. Seules deux des trois boucles bordent un disque hachurk. 

der trois disques. Le ruban de Mobius immergt en position generale dans 
lR3 et reprtsentant un voisinage de l’helice tripale dans la surface est 
entibrement determine par la condition imposant aux trois pales de I’htlice 
de border trois disques plongts dans la surface et dans R3 (Figs. 29, 3 1). 
Pour completer la surface il s&it alors de plonger un disque de R3 ne ren- 
contrant le ruban de Mobius immerge que le long de leur cercle bord com- 
mun (Figs. 30, 32). On peut alors imaginer deux man&es de plonger ce 
disque suivant qu’il passe au-dessus ou en dessous du point triple de 
l’htlice, l’axe de symttrie de l’htlice &ant oriente verticalement. Les deux 
surfaces ainsi obtenues se deduisent l’une de l’autre, a un diffeomorphisme 
de R’ prb, par une symttrie droite laisant invariante l’helice tripale 
(Fig. 33). 

Nous appellerons surface de Boy directe I’image d’une immersion en 
position generale de P(R3) dans R3 dont la courbe d’auto-intersection est 
une helice tripale A pas positif dont chaque pale borde un disque plonge 
dans la surface et dans 5X3. 

Deux id&es importantes sur lesquelles a et6 blti ce travail sont dues a 
B. Morin: la premiere est le principe de construction de la surface de Boy 
comme perturbation de la surface romaine de Steiner par deformation des 
ellipses passant par le pole, et la seconde est l’interpretation du contour 
apparent de la surface de Boy comme ensemble des valeurs critiques de la 
singularitt du mouchoir plie en quatre modulo une symetrie d’ordre trois. 
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FIG. 29. H&e tripale ii pas positif. 

FIG. 30. Disque sous la forme d’un manchon B trois entrbes. 

FIG. 31. Voisinage de l’h&e tripale (Fig. 29) dans la surface de Boy. 

FIG. 32. Wformation du disque (Fig. 30) s’adaptant au bord du voisinage (Fig. 31). 
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FIG. 33. Surface de Boy obtenue par recollement des figures 31 et 32 le long de leur bord 
commun (cercle non no&). 

L’aboutissement de certains calculs des paragraphes V et VIII a ett obtenu 
grace a l’usage du systeme de programmation symbolique Macsyma. 

II. DEGRI? MINIMUM DE LA SURFACE DE BOY ET 

DE SA REPRkSENTATION PARAMkRIQUE 

Si A4 4 N est une application continue localement injective (immersion 
topologique) d’un espace compact dans un espace &part et si p est un 
entier nature1 non nul, on note NP l’ensemble des points de N qui ont au 
moins p ant&c&dents par f: On a 

N, =f(M)z N,... 1 N,. 

On note A la puissance peme de M privte de sa diagonale generalisee 

AZ= {(x1,..., xp)EMP: i#j*xi#xj} 

et A?! +rNp la restriction de l’application produit MP -@’ xf NP a A?. On 
note S, l’image reciproque de la diagonale de NP par 3 

s, = {(x1 ,..., xp) E lG:f(Xl) = ... =f(x,)}. 

Si (x”) = (x;,..., xi) est le terme general d’une suite de S, convergeant 
vers (x) = (x, ,..., xp) dans MP, alors f(xi) = . . . =f(x,) et f&ant injective 
au voisinage de chaque xi les xi sont deux a deux distincts, soit (x) E S,. 
On en deduit la compacitk de S,. 

Si maintenant on projette S, dans M par la projection canonique sur le 
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premier facteur MP +n M on obtient z(S,) =S-‘(NJ ce qui montre la 
compacitt! de N,,. 

11 est clair que fo rr se restreint a une immersion topologique de S, sur 
N,. Nous allons preciser la nature topologique de N, quand on fait des 
hypotheses de differentiabilith Le resultat que now allons tnoncer est 
essentiellement dQ a R. K. Lashof et S. Smale (ils Cnoncent la prop&t6 en 
classe P) [LA]. 

Nous supposons done pour la suite que M et N sont deux Cl-varietes, M 
Ctant compacte, et que M +* N est une Cl-immersion en position g&&ale, 
c’est-a-dire que pour toute suite finie x1,..., xP de points deux a deux dis- 
tincts de M ayant m$mes images par f, l’intersection n 1 b icP f,(Mi) des 
images par la derivee TM -Je TN des espaces tangents Mi a M en xi est de 
dimension minimum. 

En notant dim M= k et dim N = I, on a 

dim n f*(Mi) =pk + (1 -p) 1. 
1 <isZp 

Cette hypothbe revient a dire que pour tout p l’application &? +3 NP est 
une C’-immersion transverse a la diagonale {(y,..., y) E NP: y E N} de NP. 
On en conclut la 

PROPRIBT~ 1. S, est une Cl-sous-vari&k compacte de MP de dimension 
pk+ (1 -p) 1, et fo 71 se restreint ci une C’-immersion de S, dans N dont 
l’image est NP. L’image de I’espace tangent 2 S, en (x,,..., x,) par f, 0 n.+ est 
l’intersection f,(M,) n .-- nf*(Mp). 

Le groupe G des C’-diffeomorphismes de S, de la forme 

(x 19***, XJ H (x,1 ,..., XbP) oti 0 est une permutation de l,...,p 

agit librement sur S, de sorte que l’on peut construire une C’ variPt& 
quotient compacte Z,, = S,/G et un C’-rev&tement a p! feuillets S, +’ ZP 
vkitiant la propriete universelle classique. Si deux points de S, sont dans la 
m&me G-orbite ils ont m$me image par f  0 K done on a une factorisation 
unique de f  0 rr par le rev&tement S, + r ZP : 

La fltche ZP +h N est necessairement une Cl-immersion. 
L’ensemble des points de NP ayant au moins deux antecedents par h est 

exactement NP + , . 
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COROLLAIRE 2. Si N,,, est vide alors C, jh N est un Cl-plongement 
dont I’image est la Cl-sous-varih! compacte N, de dimension pk + (1 - p) 1. 

On supposera dortnavant que M est le plan projectif rPel P(R3) que 
N = R3 et que M -J N est une Cl-immersion en position g&&ale. Dans ce 
cas la propriete 1 nous dit que f a au plus des points triples ordinaires en 
nombre lini et situ& sur une Cl-variete compacte immergPe representant 
l’ensemble des points doubles. 

N. H. Kuiper montre dans [KU] qu’il y a au moins un point triple 
(grace au corollaire 2 sa demonstration faite dans le cas lisse s’adapte mot 
pour mot a la classe C’) (voir tgalement T. Banchoff CBA]). 

PROPRIBTB 3. Si I’image de la Cl-immersion en position g&Prale 
P(R3) +f R3 est une surface alge’brique, celle-ci est au moins du sixisme 
degre. 

Preuve. La compacite de P(R3) impose au degre de la surface d’etre 
pair. Supposons que la surface soit du quatrieme degre. La surface admet 
un point triple ordinaire et une droite joignant ce point a un point double 
est contenue dans la surface, de sorte que la surface contient trois droites 
doubles passant par le point triple. Nous sommes en presence d’une surface 
de Steiner (Ch. Michel [MI]) qui admet necessairement des singularites. 
Finalement si l’image de f est une surface algtbrique, celle-ci est de degrt 
pair au moins Cgal a six. c.q.f.d. 

La propritte suivante prouve que l’on ne peut rtaliser l’immersion de 
Boy par projection sur R3 d’un plongement de P(R3) dans R4. 

PROPRIBTB 4. Une C’-immersion de P(R3) dans lR3 ne peut se factoriser 
par un plongement de P(R3) dans R4 et la projection canonique de R4 dans 
R3. 

Preuve. Soit A4 +/ R4 un C’-plong ement d’une surface M de classe C’ 
dans R4, dont le compose p of par la projection canonique R4 -+J’ R3 soit 
une Cl-immersion. En chaque point m de M le quatrieme vecteur de la 
base canonique 

0 
0 

e4 = 0 0 
1 

qui appartient au noyau de p, est transverse a M, de sorte que sa com- 
posante sur la normale a A4 en m permet de definir un champ de vecteurs 
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non nuls normaux a M. Comme H. Whitney l’a prouvi: dans [WH] ceci 
interdit $ M dPtre le plan projectif reel. c.q.f.d. 

PROPRIkti 5. I1 n’existe pas de Cl-immersion P(R’) -+JP(W4) dont 
l’image ne rencontre pas un plan don& et dont les composantes soient des 
formes de &grP infkrieur ou &gal ci trois. 

Preuve. Une telle immersion f est constituee de formes de m$me degre 
pair, c’est-a-dire ici de degrt: deux, et elle se factorise par le plongement de 
Veronese reel P(R’) + P(W) suivi dune projection conique p sur un sous- 
espace projectif de dimension trois. L’image dune droite par f sera soit une 
conique propre soit un segment Cventuellement reduit a un point, car 
l’image ne rencontre pas un plan don& P(R3) &ant pas orientable f et 
par suite p ne sont pas injectives, et la droite dtterminee par les deux points 
ayant mCmes images par p s’envoie sur un segment en les extremitts duquel 
f est ramifiee. c.q.f.d. 

En utilisant les notations de la propriete 1 on peut preciser la structure 
de la courbe double de l’immersion de Boy. 

PROPRIBTB 6. Si P( R3) -A R3 est une Cl-immersion en position gtnkrale 
admettant exactement un point triple, alors S, +” P(W3) est une C’- 
immersion en position g&ale admettant trois points doubles. 

Preuve. La propriete 1 implique que S2 +n P(W3) est une Cl- 
immersion. De plus R admet exactement trois points doubles correspon- 
dant aux anteddents x1, x2, x3 du point triple de f dans P( R3). Si T3 et T, 
designent les tangentes A S, en (x,, x2) et (x1, x3) alors la propriete 1 nous 
dit que dim(f,orr,T,n f*on,T3)=0. Or f est une Cl-immersion done 
dim(n, Tz n 7r* T3) = 0. L’immersion S2 +n P(R3) est en position generale. 

c.q.f.d. 

Remarquons enfin que dans le cas de l’immersion de Boy la courbe Sz est 
connexe ce qui revient 9 deux conditions: premierement la connexite de Z, 
et deuxibmement le fait que la Cl-immersion C, +h [w3 ne se factorise pas 
sous la forme C*-R 

\‘/ 
3 

f 

PW3) 

od g est une Cl-immersion. La deuxieme condition signifie geometri- 
quement qu’en partant dun plan tangent a l’image de fen un point de IV2 
et en parcourant N2 une fois on arrive a un plan tangent transverse au plan 
initial. 
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III. CONSTRUCTION D'UNE SURFACE DE BOY COMME BOUQUET D'ELLIPSES 

La surface que now allons construire va s’inspirer le plus Ctroitement 
possible de celle que W. Boy a consideree [BOl, B023. Comme D. Hilbert 
l’a fait remarquer a W. Boy on peut lui imposer d’avoir un axe de symttrie 
ternaire coupant la surface au point triple et en un autre point que nous 
avons appele pole de la surface (Fig. 0). Ceci ttant, le contour apparent de 
la surface vue de son pole est une courbe simple a trois rebroussements 
avec la symttrie d’ordre 3, on lui impose naturellement d’etre une 
hypocyclo’ide a trois rebroussements. L’axe de symetrie ternaire de la sur- 
face est suppose &tre l’axe vertical le pole Ctant place a l’origine 0. 11 reste a 
determiner les courbes planes intersections de la surface avec les plans 
tangents passant par le pole et enveloppant l’hypocyclo’ide. Ces courbes 
sont tangentes en 0 au plan horizontal. Nous avons signale dans l’introduc- 
tion la parametrisation de J-P. Petit et J. Souriau [PE] engendrant la sur- 
face de Boy par des ellipses passant par le pole, aussi allons nous imposer a 
nos courbes d’etre des ellipses. 

On remarque alors que les conditions impostes jusqu’a maintenant sont 
satisfaites par la surface romaine de Steiner (Fig. 39). Ceci nous conduit a 
rechercher la surface de Boy comme perturbation de la surface romaine. 

La surface romaine a pour equation carttsienne dans l’espace projectif 

x:x: + x:x: + x:x: = xg x1 x2x3 

elle est parametree rationnellement par 

x(J = u2 + u2 + w2, x,=vw, x2 = wu, xj = uv. 

Elle admet les trois droites doubles x1 = xa = 0, x2 = x3 = 0, x3 =x, = 0, 
se coupant au point triple 0. Sur chacune de ces droites sont situ&es deux 
singularites du type bonnet croisk (Fig. 4). La surface est invariante par le 
groupe Y; operant comme groupe des permutations de x, , x2, x3. 

La surface admet done la droite x1 = x2 = x3 comme axe de symttrie ter- 
naire sur lequel on trouve le pole 

3 

P= 
1 

ii 

1 
1 

image par la paramitrisation du point 

1 
p= 1 . 0 1 
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Les droites projectives passant par p ont pour images des ellipses passant 
par P dont les plans enveloppent l’hypocycldide a trois rebroussements 
correspondant au contour apparent vu de P. 

Notons que la parametrisation restreinte au plan projectif reel n’atteint 
pas toute la partie reelle de la surface romaine: les six demi-droites 
obtenues par action de Y; a partir de x1 =x2 = 0, 2x3 )x0, ne sont pas 
atteintes. 

La paramttrisation reelle applique en fait la sphere reelle S d’bquation 
u* + u* + w* = 1 dans R3 de facon equivariante par l’action antipodale. Une 
rotation d’ordre trois autour de u = u = w  correspond a la m&me rotation 
autour de x1 =x2 =x3. On effectue un changement de repere A la source 
ayant pour objet de faire de p le pole nord de la sphere en remplacant dans 
la paramttrisation 

U 0 V 

W 

par 

On effectue un changement de rep&e du mCme type au but qui donne a 
P les coordonnees homogenes 

1 
0 0 0 
1 

puis on effectue une translation verticale pour faire de P l’origine 

1 
0 0 0 * 
0 
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Les nouvelles coordonntes homogenes au but sont donntes par 

= 

(J-3 = 

X0 

Xl 

x2 

x3 

‘3 . . - , 
2 

lx), oh (xl = 

x0 

XI 

x2 

x3 

La representation parametrique s’ecrit 

3(d + u2 + w2) 

(X) = 
jy’ -J2pyyW’ 

2 2uv 2vw 
3(242 + 2). 

On deshomogentise les coordonnees en se placant sur la sphere 
u2 + v2 + w2 = 1 et en posant X0 = 1. Les ellipses de la surface romaine 
passant par P qui est maintenant I’origine des coordonntes, sont les images 
des grands cercles de la sphere passant par les poles. On parametre la 
sphere avec la longitude 8 E [0,2n[ et la tangente de la latitude I E R u 
{-co, +m} de sorte que 

u=cose~(1+t2)-“2, v=sin8.(1+t2))1’2, w=t(l+t2))“2. 

La representation parametrique de la surface romaine est alors 

Xl 

ii 

x2 = 

x3 

(1 + t2)-’ (sin 28 - t J3 sin 0) 

Les ellipses passant par l’origine sont paramCtrCes par t pour 13 constant. 
Elles sont tangentes a l’origine au plan X3 = 0 et leurs plans enveloppent le 
cone donne parametriquement en 8 par 

x 
1 

+ jx =&(e-4ie+2e2ie)x3 
2 ? 
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#‘Z bsin38. k(a) cos3ELk(B)/v’? o 

z=2(2-b2sin238)- 1 

FIG. 34. L’ellipse E, du bouquet engendrant la surface de Boy vue dans son plan P, coup& 
par des plans z = cfe. En pointilk figure I’ellipse correspondante de la surface romaine. 

et en carttsiennes par 

3(x: + A--$’ + 8 $ X,X,(3x: - Xf) + 12%(x: + A’$ -4X; = 0. 

C’est un cone du quatrieme degre dont la base est une hypocycloide a trois 
rebroussements (Fig. 35). On note 

j(e) = & 
3 sin 28, k(8) = 

1 

2 
-case 
3 

2 -- 
3 

sin 8 

0. 

L’ellipse E. correspondant a la valeur I3 est tangente en 0 au plan X3 = 0 et 
tangente en j(0) au plan X, = 1. 
La surface romaine est tangente au plan X, = 1 le long du cercle inscrit 
dans l’hypocycldide a trois rebroussements trace du cone precedent. Pour 
obtenir la surface de Boy on va perturber la representation parametrique 
de la romaine en imposant au plan X, = 1 d’&re le plan des trois points 
selles pour la fonction hauteur de la surface de Boy. 

Si on regarde la section plane correspondante dans la these 
de Boy [B02] on voit qu’un moyen d’obtenir une courbe du sixieme degre 
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FIG. 35. G&ration mkcanique de I’hypocycloTde ti trois rebroussements du contour 
apparent de la surface de Boy vue de son pBle. 

est de supposer qu’elle se decompose en un cercle et une hypocyclo’ide a 
trois rebroussements allongte (Fig. 2). 

On perturbe done l’ellipse EB de facon quelle coupe le plan X, = 1 en j(B) 
et en un deuxieme point j’(0) dtcrivant une hypocycldide a trois 
rebroussements allongte dont les trois points doubles sont a l’interieur du 
cercle (Figs. 34, 36). 11 sufftt pour cela de perturber le facteur multiplicatif 
(1 + t*)-’ en (1 - fibt sin 30 + t*)-‘. La parametrisation devient 

=(l-,,hbtsin3O+t’)-‘(j(O)+tk(O)). 

On a 

j’(e) =j(e) + ,,h b sin 3&k(B) 

done j’(0) d&-it dans le plan A’, = 1 l’hypocycldide allongee d’tquation 
paramttrique 

x +ix =&e*ie+2fibsin3ee-i@ 
1 2 

3 3 

=(l ‘b2)i’2ie-4i~0.(2e2i(~-~O)+2b(~ +b2)-1/2,-4i(@-~O)) 
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FIG. 36. Section des diffkrentes dbformations de la surface romaine par le plan des cols, 
pour les valeurs b = 0 (surface romaine), b = l/3, b = l/J? ( confluence des six bonnets croisks 
par paires), b = 1 (surface de Boy), b = ,,& b = ox. 

Oil 

8,=2+; et 1 - ib = (1 + b*)‘/* @I. 

Le fait que l’hypocycldide soit allongke signifie 2 1 b I(1 + b*)- ‘/’ > 1 c’est- 
A-dire 

De plus, pour que la surface reste bornCe ii faut et il sufit que le 
dknominateur du facteur multiplicatif ne s’annuie pas, c’est-&dire 

b* < 2. 

On doit done vkrifier 

&lb@. 
J;j 

~OPRIkT&. 7. On suppose l/d < (b I < fi. Alors I’application 

(1 -a bt sin 30+ t2)-’ (j(S) + tk(f3)) 
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02 t est la tangente de la latitude sur la sphPre et 9 la longitude, se prolonge 
par continuitP aux pBles en une Cl-immersion F de la sphere dans R3 
invariante par l’action antipodale. Aux p6les cette application n’est pas de 
classe C2. L’image de cette application dans R’ admet la droite X, = X2 = 0 
comme axe de symetrie ternaire. 

Preuve. On pose 

f(e, t) = (1 - ,,/? bt sin 38 + t2)-’ (j(0) + tk(e)), 

j(e) = 

~cos2tI 

&sin20 k(O)= 
3 ’ 

1 

2 
3 

cos e 

2 sin 8 -- 
3 

0. 

Si on note les coordonnees dans R3 avec des indices 1,2, 3, on a 

= (k, + ik2)(0) ecZin13. 

Ceci nous prouve la symttrie d’ordre 3 autour de la droite X, = X2 = 0. 
De mCme 

f(e + n, -t) =f(e, t) 

ce qui montre l’invariance de f par l’action antipodale. 
Examinons maintenant le rang de f en dehors des pales c’est-a-dire le 

rang de l’application lisse definie sur S, x IR par f (0, t). On note 
s, x R -+4 I@ l’application dttinie par g, = j, + tk,, g, = j, + tk,, et on note 
S, x R -+r R celle definie par 

r(0, t)=(l -&btsin30+t2)-‘. 

Prouver que f est de rang maximum revient a prouver que 
Sl x R +(g~) R3 est de rang 2 sur le lieu critique de g dont l’tquation vaut 

o= 
- 2sin28-tsine c0se If 2c0s2e-tcose -sin 8 

=t-J?:cos3e 
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sachant que 

der = r23 fi bt cos 38, a,r = r’(fi b sin 39 - 2t) 

la matrice jacobienne vaut, a un facteur multiplicatif non nul pres sur cha- 
que ligne ou colonne, sur le lieu critique de g 

- sin 28 - sin e cos 38 cos e 
cog 28 - ~0~ e cos 38 -sin 8 

3b cos2 30 bsin30-2cos38 I 

le mineur 2 x 2 supkrieur Ctant nul, on se ramene au calcul dun seul mineur 
en faisant la combinaison 

cos 8. ligne 1 - sin 8. ligne 2 

sur les deux premieres lignes: 

-sin 38 1 
3b ~0s~ 38 = - b sin 38 - 2 cos 38 sin 68 b(2 + cos 68) 

ou r = tg 30. Or cette derniere quantite ne peut s’annuler car le dis- 
criminant reduit 1 - 3b2 de - br2 + 27 - 3b est strictement negatif. On a 
done prouve que f Ctait de rang 2 sur S, x R. 

11 reste a voir la situation aux poles de la sphere. L’invariance de f par 
l’action antipodale nous permet de nous placer au pole nord (0, 0, 1) dans 
le systtme de coordonnes (u, u, w) de R3 la sphere ayant pour equation 

u2+u2+w2=1 

et le passage de la sphere a S, x R se faisant par projection centrale 

u=c0se(1+t2)-1/2, u=sin8(1+t2)-“2, ~=t(l+t~)-‘/~. 

L’application S + F R3 composte de S1 x R +f R3 et de la projection cen- 
trale de S moins les poles sur S, x [w s’ecrit 

= L-3(2.4’+ u2) - 3Jj: buw(3u2 - u2)] -’ 
J2 ( u4 - u4) + 2UW( UZ + 02) 
2 fi uu(u’ + u2) - 2uw(u2 + u*) 

3( 242 + u2)2. 
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Sachant qu’au voisinage du pole nord w  = (1 - U* - u*)l’* on obtient un 
equivalent de F au voisinage de ce point 

F(u, u, w)- -2; 

de plus 

lim a,F= 
U,” - 0 

u* + u* 

2 

5 

0 lim d,F= 
u,v-0 

0 

2 -- 
3 

0. 

F est done de classe C’ et de rang 2 aux poles. Notons par ailleurs que 

-23 
=3 b 

lim 1d,F,(u,O, w)=2$b, 
U-rOU 

Ce qui prouve que F n’est pas de classe C* aux poles. c.q.f.d. 

GPnPralisation 7bis. Le procede que l’on vient de dtcrire peut se 
gtntraliser A la construction dune famille de Cl-immersions de la sphere 
dans R3. Dans ce qui a precede nous avons utilist une propriete de 
l’hypocycldide a trois rebroussements selon laquelle sa tangente recoupe le 
cercle generateur (roulant saris glissement sur le cercle fixe) au point de 
contact avec le cercle de gorge (qui est enveloppi: par le cercle gintrateur). 
Cette propriete est valable pour toutes les hypocycloides. Si maintenant on 
veut engendrer une Cl-immersion de la sphere dans R3 par des ellipses 
tangentes a l’origine au plan X3 =0 et dont les plans enveloppent une 
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hypocyclo’ide a un nombre quelconque de rebroussements, on impose a ces 
ellipses de couper le plan X3 = 1 en deux points dont l’un est le point de 
contact du cercle gentrateur de l’hypocycldide avec son cercle de gorge et 
l’autre est obtenu a partir du premier en portant sur la tangente a 
l’hypocycldide une longueur en quadrature de phase avec celle qui donne le 
point de contact de l’hypocycldide avec sa tangente. 

de second point dtcrit alors une hypocycldide allongte et si l’on veut 
que l’application de la sphere dans R3 ainsi dtfinie ne soit pas ramifite aux 
poles il faut s’assurer que quand ce second point decrit l’hypocycldide 
allongee, la tangente de l’ellipse a l’origine de R3 fait exactement un tour, 
c’est a dire que l’angle polaire de la tangente a l’hypocycldide decrit un 
intervalle de longueur 2~. 

Ceci nous contraint a ne considerer que les hypocycldides ttoilees dont le 
cercle generateur a pour diamkre un multiple du rayon du cercle de gorge, 
ce qui donne la parametrisation suivante pour une telle hypocycldide 

x (Q+iX (e)=’ er(n ~ 1 )e + n-l 
1 2 -‘cos n6.epi”, n82 

n n 

et comme hypocyclo’ide ttoilee allongee 

n-l 
x,(e)+ix,(e)=~e”.~‘)‘+- bsinnO.ePie, b # 0. 

n 

En posant [ = eie on a 

X,-iX,=++jb n-l -..&-“-j”fl) 

on determine ainsi le degre de l’hypocycldide allongte en la coupant par 
une droite 

si n est pair l’hypocycldide etoilte allongee est de degrt 2(n + 1); 
si n est impair elle est rev&ue deux fois pour 8 E [O, 27~1 et de degre 

n+ 1. 
En s’inspirant du cas n = 3 CtudiC prectdemment on detinit l’application 

f(e, t) = de, t). (i(e) + t. k(e)) 
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i(e) = 
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r(f?, t) = (1 - fi bt sin n8 + t2)-‘, 

$cos(n-1)O cos e 

$sin(n-1)B k(B)=n-l -sin8 
n 

1 0 

et un calcul en tout point semblable au cas n = 3 montre que 

Si l/h < 1 b ( < 3 l’application f definit, par prolongement 
par continuite une Cl-immersion F, de la sphere dans R3. Si n 
est impair elle est invariante par l’action antipodale et se fac- 
torise done par une Cl-immersion du plan projectif dans lR3. 

L’image de cette immersion est contenue dans une surface algebrique qui 
est revstue une fois si n est pair et deux fois si n est impair, et dont on peut 
determiner le degre en examinant son intersection avec le plan X3 = 1. On 
trouve d’abord l’hypocyclo’ide ttoilee allongee dont on a deja calcule le 
degre, puis le cercle 

x +ix =&,iCn-l, 1 2 n 

qui doit &tre compte avec la multiplicite n - 1 si n est pair et (n - 1)/2 si n 
est impair. Les ellipses coupent transversalement le plan X3 = 1 sauf en un 
nombre fini d’exceptions de sorte que 

Si n est pair l’image de F,, est contenue dans une surface algebri- 
que de degrt 4n. 
Si n est impair l’image de l’immersion du plan projectif reel dans 
R3 correspondante est contenue dans une surface algtbrique de 
degrt 2n. 

Nous pouvons remarquer que ces C’-immersions ne peuvent &re en 
position generale que dans le cas n = 3 car l’image dune telle immersion 
admet en 

0 

0 un point multiple d’ordre 2n si n est pair 

(n- 1)’ 
n2-2n+3 

et d’ordre n si n est impair. 
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Les antecedents de ce point multiple sont donnes par 

(&t)= ;,(-l)*tl-n-l). 
( 

Js 

Iv. LA SURFACE DE BOY COMME SURFACE ALGbBRIQUE 

&ELLE DU sIxhE DEGRB 

Nous allons montrer que le bouquet d’ellipses construit dans le 
paragraphe preckdent est une surface algebrique reelle du sixieme degre 
ayant toutes les proprietts topologiques de la surface de Boy pour une 
valeur du parametre b voisine de 1. 

hOPRtiTi 8. Pour b # 0, l’image de la sphbre par la paramttrisation F 
est contenue dans la partie rtelle dune surface algkbrique complexe ration- 
nelle du sixisme degrk. (Les kquations et paramt!trisations de cette surface 
dans dgfirents rep&es sont rassembkes dans l’appendice A) 

Preuve. La section plane par le plan X3 = 1 &ant du sixibme degrt la 
surface cherchte est au moins de ce degre. Par un procede d’tlimination 
nous allons determiner une equation du sixitme degre qui sera l’equation 
cherchee. On commence par faire les changements de variables suivants a 
la source et au but 

On obtient alors la representation parametrique suivante, dont la perte 
d’homogeneite et de symetrie est avantageusement compensee par la baisse 
du degrt des paramkres dans certaines composantes 

s(rs + ib(r3 - 1)) 

(Y)= 
r(r2 + s) 
r( 1 + rs) 

2 r. 
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On cherche d’abord par la methode des coefficients indttermints, deux 
polynomes homogbnes P3 et P, de degres trois et quatre en Y,,, Y,, Y,, Y, 
tels que pour tout r et s 

P,=P,. 

La solution est unique a une constante multiplicative pres. Par la m&me 
methode on trouve un polynome homogene de degre trois note Q3 tel que 
pour tout r et s 

rQ, = P,. 

Sachant que Y, = r2, on en dtduit I’equation de degre sept 

dont on remarque qu’elle est divisible par Y, ce qui donne le degre six 
chercht: 

P,= yzE-(l+z%) Y,Y,Y,Y3-2YoY;+iby:y;5 

+b(i-b) Y,Y,y:+(ib-1)2 Y:Y3+ Y; 

P,=(ib-1) Y,Y,Y,+(ib+1)2Y:Y3-b(i+b) Y,Y:+(l-ib) Y,G 

Q,=-(ib+l) Y,,Y,Y,+b(i-b) y:Y,+(l+ib) Y,y:+(ib-1)2 y:y,. 

L’equation de la surface sextique est 

Y;Y;-r;:~(Y,Y,+3Y$+ YoY3[b2y:y: 

-(3b2+1)Y,Y2Y:+(1-b2)Y,(Y:+Y;)+2ibY,(Y;- Y;)+3Y;] 

+(Y,Y,-~)[-62Y:Y:-(3b2+1)Y,Y2Y: 

+ib(b2-1) Y,(YT- Y;)+2bZY,(Y:+ r;,+ Yi]=O. c.q.f.d. 

FROPRIBTB 9. Pour b 2 I/$’ I” Image de F est exactement la partie rPelle 
de la surface du sixiGme degrP prkctdente. 

Preuve. On note P(R)) -+F R’ la Cl-immersion induite par F par 
passage au quotient par l’application antipodale sur la sphere. Lequation 
du plan PO0 de I’ellipse Eoo est don&e par 

J2 X, sin 8, + X2 cos B0 = 3 X, sin 38,. 

E, est l’image par P de la droite projective do, d’equation 

usin8,=vcos8,. 
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De m&me en coupant P, par l’ellipse I& oti e1 prend des valeurs dif- 
fkrentes de 8,, modulo IC, on trouve que l’image de P recoupe PBO suivant 
l’image de la droite projective 6, donnte par 

t = JT. cos( e + 28,) 

soit, en, coordonntes homog&es 

u 

0 

V 

~=~(ucos~e~-vsin2e~). 

Par compaciti de l’image de F, nous savons que l’image de 6, est con- 
tenue dans une courbe algtbrique plane unicursale Qe, de degrk pair, done 
de degrt deux ou quatre. 

Si b est d#%ent de 0, le pale 

1 
0 0 0 
0 

admet sur 6,, les deux antSdents 

et les images de 6,, par la dCrivCe DP en ces deux points sont contenues 
dans PO,, et dans le plan [X3 = 0] tangent A l’image de P au p6le, ces deux 
images coihcident done avec la droite PO,, n [IX, = 01. De plus on a vu que 
sur 6, on avait 

soit 
t = & c0qe + 28,) 

Itl cx,b 

ainsi F(S,) est un compact ne contenant pas le p&e et aucune branche 
rkelle de Q,, ne passe par le p6le qui est un point singulier rtel isolt du 
type auto-contact ordinaire (tacnode). Ceci exclut le cas de la conique 
propre, done l’image de P coupe PO,, suivant l’ellipse E, et une partie de la 
quartique unicursale Q,. 
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Pour voir si la surface sextique contenant l’image de P ne contient aucun 
autre point rkel que ceux de cette image, il sufflt de montrer que tous les 
points rkels de Q, sont sur l’image de Pet ceci pour toutes les valeurs de 
&, car les plans PO0 balayent tout R’. Or les points rtels de QBO susceptibles 
de ne pas appartenir A F(‘cs,) sont ntcessairement singuliers isolts. L’auto- 
contact comptant pour deux points doubles et Q,,, Cttant unicursale, il existe 
exactement un autre point singulier ABo sur Q,,. Nous devons regarder si 
A, appartient B I’image de F La quartique ~(cY~~J est paramttrke par 

= (1 - 26 cos(e + 28,) sin 38 + 2 cos2(8 + 28,))-’ 

$ (COS 28 0 + 2 cos 8 0 cost28 + e 1) 0 

$ (sin 28 0 - 2 sin 8 cost28 + 8 )) 0 0 

1. 

Si deux valeurs t9 et 0’ non congrues modulo n ont m&me image, alors 
nkcessairement 

c0s(2ef + e,) = cos(2e + e,) 

c’est-A-dire 

ef= -e-e,(n) et 28 + e. +i 0 ~~1. 

Si on pose 

o(e) = 1 - 2b c0s(e + 2eo) sin 38 + 2 c0s*(e + 2eo) 

= 2 + cos(28 + 48,) - b(sin(48 + 20,) + sin(20 - 28,)) 

alors 

o(e)) - o(e) = 2 sin(28 + B,)(sin 3eo + cos 3eo + 26 cos(2e + e,)) 

on a done 

cost28 + e,) = 26 - ’ (sin 3eo + cos 38,) = ’ -COST e,+: . 
bJ;; ( > 
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Les deux valeurs Cventuelles de 8 modulo JZ verifiant cette equation, et 
I’equation 

t = fi cos(8 + 280) 

delinissent une seule image f(tI, t) qui est le point A, cherche. En revenant 
aux coordonnbes homogenes 

u 

0 

V 

W 

nous pouvons determiner le point A, dans tous les cas (m&me si l’tquation 
pricedente n’a pas de solution en @). En effet les antecedents de &,, par 
l’application complexifite P(C3) -+ F I’(@“) sont don& par l’intersection 
de la complexifiee de 6, avec les deux droites passant par le pole 

0 0 0 
1 

&equations 

Si les deux droites sont distinctes alors A, est un point double ordinaire 
sur Qe,, et si les deux droites sont confondues alors A, est un 
rebroussement sur Q,. 
Le discriminant reduit de la forme quadratique precedente est 

A=2b2-cos23 B,+; 
( 1 

done pour b >, l/fi on voit que les deux droites sont reelles pour toutes 
les valeurs de &, ce qui prouve que ABo est bien sur l’image par F de 6,. 

c.q.td. 

Remarque 9 bis. Pour b = 1 les coodonnees de A, en fonction de t$, se 
simplifient et peuvent s’exprimer saris radicaux 
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~(COSZB +Jz 0 c0s8,c0s3 e,+$ 
( )I 

1. 

Remarque 9 ter. Dans la demonstration de la propritte 9 nous avons vu 
que le plan P,, coupait l’image de P suivant une conique et une quartique, 
de plus P, n’est pas tangent a l’image de F le long d’une courbe sauf peut- 
&tre pour un nombre lini de valeurs de B,, sinon l’image de P serait un cone 
de sommet au pole, de sorte que l’on determine le degre six de l’image de F 
sans avoir besoin de calculer son equation. 11 n’en reste pas moins qu’il 
nous sera utile de connaitre cette equation que nous avons obtenue dans la 
propriete 8. 

PROPRIBTB 10. Pour b # 0, I’ensemble des points doubles de la surface 
sextique contenant (‘image de F se dkcompose en une sextique gauche admet- 
tant comme singularit& rtelles un unique point triple sur I’axe de symktrie 
ternaire et un unique point double au p8le, et les deux tangentes imaginaires 
conjuguPes de cette courbe au p81e. 

(Les parametrisations de cette courbe du type h&lice tripale sont rassem- 
bltes dans l’appendice A. ) 

Preuve. Pour simplifier les calculs on est amene a effectuer 
provisoirement le changement de coordonnees homogenes suivant en vue 
d’utiliser les fonctions symttriques de l’appendice B: 

(X) = (xl 
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x0 

Xl 

x2 

x3 

conformkment $ l’appendice B, on pose 

o;=x;+x;+x;, 

a;=x;x;+x;x;+x;x;, p’ = (xi - x;)(x; - x;)(x; -xi) 

a; = x;x;x;. 

Dans ces nouvelles coordonnies la surface sextique contenant l’image de 
F s’kcrit 

3* a;y2a; 0; - 662 + xb(9o; - 20; 6;) 

+ xa(3a; - 2~;‘) - xh3a;) + 3bp’a;(9o; - 4r~;~ - 6xba;) 

+ ,/? b2(1620;a;o; - 54~;~~; + 810;~ - 147ai2ah2 

+ 64~;~~; - 80;~ + xb( - 27c~;‘a; - 27a; aG2 + 24ai30; - 4ai5)) 

+ b3p’o;(80;2 - 270;) = 0. 

Pour dtterminer la courbe double de la surface, now allons dtterminer 
une surface contenant le contour apparent de la surface vu du p&e 

1 

(xl)= “0 0 . 

0 

11 sulTit de dkriver l’kquation prkckdente par rapport A x& puis de diviser 
par le facteur a;: 

3o;(9a; - 20;~; + 60;~; - 4~7;~~; - 30;~;~) 

- 63 bp’a; + b2( -27~;a; - 270;~ + 240;~~; -40;~) = 0. 
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Si on tlimine xb entre cette equation et la prectdente par un determinant 
de Sylvester on doit trouver le plan a; = 0, le contour apparent de la sur- 
face vu du pole don& par le cone enveloppe par les plans des coniques E,, 
et enfin le cone s’appuyant sur la courbe double. Apres avoir ate le plan 
CT; = 0 et le cone enveloppe par les plans des coniques Ee d’equation 

16ai4 - 72o;‘a; + 108o;a; + 27~;’ = 0 

on trouve le cone 

3,,&+1’+36(27o;(~;+ 18a;2-210;20;+40;4) 

- 9J5 b2p’a; - b3(27a’,o; - 540;~ + 27c~;~rr; - 40;~) = 0 

soit en (X) 

,,h(3b2-1)&X,(3+~)+b,/?(3-b2)X,X,(3~-~) 

+ 3b( 1 + b’)(A’f + A$’ = 0 

on reconnait la l’tquation dune quartique bicirculaire a un point triple a 
l’origine (plquerette de Mtlibte). On peut la parametrer rationnellement 
par une droite passant par le point triple 

X,sin8-X,cosO=O. 

On pose b = tga et on a la paramttrisation suivante de la quartique Xl 
0 

fisin3(tI+a)cose 

x2 = J5 sin 3(fI + GI) sin 8 

x3 3 sin a 

dont on deduit la parametrisation rationnelle du cone construit sur cette 
courbe par la droite issue du pole et decrivant la quartique 

x0 

ii 

s f 3 sin c1 

Xl Ji sin 3(8 + a) cos 0 

x2 = &sin3(8+cr)sine 

x3 3 sin u. 

Le pole ttant double sur la surface quartique construite prtcedemment, 
la droite parametree par s coupe cette surface en dehors du pole en deux 
points dont l’un est sur la courbe double et l’autre non car le pole est triple 
sur la surface sextique contenant l’image de F. 
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L’equation de la quartique est 

16(X, - X,)’ x: - 8(X, - X,) X,(3x: + 3x: + 2X9 

+ 27b2(x: + J$‘- 6(3b* + 1) J@x: + x’,) 

+18&l-b*)XJ,(X:-3X,)+36&X2X,(X$-3X:)+4X$=0 

en coupant par la droite paramttree par s on trouve, en dehors du pole, 

pour a = 8 = a/4 c’est s1 qui donne le point appartenant a l’image de F 
done on obtient la courbe double 

3(3 sin 2a + sin 6(8 + a)) 

(X) = 
4ti cos a sin 3(8 + a) cos 8 

4Jz cos a sin 3(8 + a) sin 8 

6 sin 2a. 

Ceci nous suggere de faire le changement de coordonnees 

de sorte que la courbe double est param&tree par 

sin 3(8 + a) cos 3(8 + a) 

(A?) = 
sin 3(e + a) cos a cos 8 
sin 3(e + a) cos a sin 8 
sina-cosa 

od l’on reconnait une htlice tripale (Fig. 37). Notons qu’en prenant le con- 
tour apparent vu du pole on a laissi Cchapper les deux droites doubles 

x,+ix*=o, x1-ix*=0 

qui sont les tangentes a la courbe double prickdente au pole. A cause de la 
symetrie ternaire, la courbe gauche unicursale du sixieme degre prtcedente 
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FIG. 37. Projections sur un plan perpendiculaire A I’axe de symktrie ternaire des courbes 
doubles des diffkrentes d&formations de la surface romaine pour Ies valeurs b = 0, l/3, I/$, 1, 
Jk 2. 

ne peut plus admettre qu’un seul point triple rCe1 supplementaire qui est 
obtenu pour 

3(8+cc)=O(?rc). 

Ce point triple a pour coordonntes (indtpendantes de b) 

3 

u-J= 0" i) 2 c.q.f.d. 

La surface sextique contenant l’image de F admet done exactement deux 
points triples donnks en (X) par 

(1 0 0 0 1 et 0 0 2 0 3 . 

Les anttctdents de 

3 
0 0 0 
2 
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dans S, x [w sont (0, -l/d) (2x/3, -l/fi)( -21113, -l/d) et (7r/3, 

l/J% ( -lt/3, l/Jz) (T l/J%. 

PROPRIM 11. Pour b = 1, l’application P(R3) +F R3 induite par F est 
une Cl-immersion en position gPnPrale admettant exactement un point triple. 

Preuve. L’unicitt du point triple pour P r&rite de la prop&e 
prtcedente. On place le point triple en 

1 
0 0 0 
0 

en utilisant le systeme de coordonnees (x) du debut de ce paragraphe. Le 
terme du troisibme degre dans Equation de la surface du sixieme degre 
contenant l’image de P s’ecrit (appendice A) 

3fi cr3 - 3bp + fi b2(4a,a2 - CT: -90,) + b3p 

=(x$-by+bz)(y&bz+bx)(z&bx+by) 

ce qui nous donne les equations des trois plans tangents distincts au point 
triple. Dans le systeme de coordonntes (X’) on a obtenu la paramttrisation 
de la courbe double qui devient, en posant t = tg 8 et b = tg tl = 1. 

(t2- l)(t2-4t+ l)(t2+4t+ 1) 

(AT)= 
(t+ l)(?+ I)(?-4t+ 1) 
t(t+ l)(t’+ l)(?-4t+ 1) 
(t2 + 1)3. 

Pour montrer la transversalite des deux plans tangents sur un point de la 
courbe double on coupe la surface sextique contenant l’image de P par le 
plan X2 = tX; et dans ce plan (Xb, XI, X3) on utilise de nouvelles coordon- 
nees (q,(9) pour placer l’origine sur la courbe double puis on regarde si le 
jet d’ordre deux en (Q 0) sur la surface a un discriminant strictement positif 
ce qui prouverait l’existence de deux tangentes independantes a l’image de 
P dans le plan X2 = tX’, . Dans cette hypothtse on aura bien la transver- 
salite des plans tangents car, en dehors des valeurs de t donnant le point 
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triple la tangente a la courbe double est transverse au plan X2 = tX,. On 
doit done remplacer (X’) dans l’equation de la surface (appendice A) par 

(t*-l)(t*-4t+l)(t*+4t+l) 

(X) = 
tj+(t+ l)(t’+ l)(t2-4t+ 1) 
t(q + (t + l)(t2 + l)(t2 - 4t + 1)) 
e+(t*+ 1)3. 

Le jet d’ordre 2 en (Q 0) est alors donne par 

12: -4t(t+l)(t~-3)(t*+1)‘(f*-4t+l)(t6-12ts-33t4+40t3 

+ 27t2 - 12t - 3) 

~8:4(t+1)4(t2+1)5(t2-4t+1)4(2t3+3t2-6t-1) 

82: -2t(t+1)5(t*-3)(t*+1)3(t2-4?+1)5 

dont le discriminant reduit vaut 

s=4(t+1)~(f-l)*(t~+1)~~(t*-4t+1)*(2f~-3t4+12t2+1). 

La mtthode de Sturm nous montre que le dernier polynome du sixieme 
degre est strictement positif, quant aux termes t + 1, t* - 4t + 1 ils ne s’an- 
nulent que pour les valeurs donnant le point triple, de sorte qu’on a la 
transversalitt sauf peut-etre pour les valeurs annulant Y. c’est-a-dire pour 

(t- l)(t2+4t+ l)=O. 

La symetrie d’ordre trois de la surface nous autorise a n’examiner que le 
cas t = 1. Pour cela on revient aux coordonnees (X) et dans ce systeme on 
procede comme precedemment en posant 

-9 

w  = 
?I+&/5 
r1+2$ 
e-6. 

On a ainsi place l’origine des coordonntes (Q 0) a l’intersection de la 
courbe double et du plan X, = X2. En remplacant dans l’equation de la 
surface on obtient le jet d’ordre deux suivant en (q, 0): 

2*34( i 182 + 24J&e - 18+) 

dont le discriminant reduit 6 = 35. 2 montre que I’on obtient deux branches 
de courbe dans le plan X, = X2. Ceci termine la preuve de la transversalite 
des plans tangents le long de la courbe double. c.q.f.d. 
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On reprend les notations du paragraphe II 

PROPRIhti 12. Pour b = 1, la C’-variktt! compacte S2 correspondant aux 
points doubles de l’application 

F 
P(R3) - R3 

est connexe. 

Preuve. L’image de P est engendrke par la famille des coniques Eg. 
Now avons vu, en demontrant la propriete 9, que le plan de Ee recoupait 
l’image P suivant une quartique unicursale Qs admettant, en dehors du 
pole, exactement un point double A, dont les coordonnees homogtnes en 
(X) en fonction de 8 etaient (remarque 9 bis) 

4 2 cos2e+~c0sec0s3 e+: 

(X) = 
( )) 

J( 
2 sin20-JTsinBcos3 

( )) 
e+: 

3. 

En faisant le changement de variable 

e=i?E-ef 
4 

on retrouve exactement la parametrisation de la courbe double de F 
(demonstration de la propriete 10 pour a = n/4). L’image reciproque de la 
courbe double de P par Si x R -+/ lR3 est done donnee par l’ilimination de 
q entre les deux equations 

t = fi c0s(e + 2~), 
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On a la condition 1 t 1 < 3 on pose done 

t=$cosa 

la premiere equation devient 

cos OL = cos( e + 2q). 

On peut toujours choisir c1 de facon que 

la deuxieme equation s’ecrit 

2cos 3e+cr 
( > 2 

+sini(a-B)+cost(a-O)=O 

en posant 

38 
(T= tg- et 

2 
r=tgE 

2 

on trouve 

On a done une representation parametrique de l’image reciproque par 
S,XR-, f lR3 de la courbe double de F avec 

O=f Arctgcr F , 
( > 

t=+J& 

TE[-Co, +Go]. 

On a ainsi un lacet de classe C’ dans S’ x R invariant par la transfor- 
mation (t, 13) --+ ( - t, 0 + rc) et admettant les six points doubles ordinaires 

(0, - l/J% C-243, - l/,/h (2~13, - l/$1 C-743, l/fi) (743, l/,,h 
(rr, l/d). Ce lacet (Fig. 38) est compris dans la bande horizontale 

ItI<& 

Le quotient par l’action antipodale de sa projection centrale sur la 
sphere donne un lacet de class C’ dans P(R3) admettant trois points 
doubles ordinaires. On en dtduit la connexite de S2. c.q.f.d. 
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FIG. 38. Image rkciproque de la courbe double de la surface de Boy du sixikme de& sur 
le cylindre S, x R. 

Remarquons pour terminer ce paragraphe que l’on peut determiner 
l’orientation de la surface de Boy que l’on vient de construire pour la dis- 
tinguer de son image dans un miroir. Pour cela on considtre la 
parametrisation de la courbe double donnte dans Iw3 en (X,, X,, X3) par 

2 
3-cos 60 

2 
3 sin ( :-38 1 cos0 

2 
-sin 
3 

( :-38 ) sin& 

I 

Les points correspondants a 8 = 1r/l2, 0, -7r/12 sont don&es par 

0 

0 1 

2 
5 

I 

8 . 
3 !. 0 

1 

4 A 
-cosE 9 

4. 72 

9 1 --smE : 9 

2 
3 

ce qui nous assure que l’helice tripale est 6 pas positif c’est-a-dire que si l’on 
imagine sa progression dans l’eau, un point fixe situ6 sur une pale dtcrit un 
tire-bouchon. En demontrant la prop&C 12 nous avons determiner 

607/61/3-4 
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l’image rtciproque de cette htlice tripale par P(lR3) +F Iw3 et en particulier 
nous savons que chaque boucle borde un disque plonge a la fois dans Iw3 et 
dans l’image de F Ceci determine entierement le fib& des vecteurs nor- 
maux a l’image de P en tout point de la courbe double. On constate alors 
que si l’on impose a ces vecteurs normaux d’avoir une norme assez petite ce 
libre est un ruban de Mobius immerge en position generale dans [w3 dont 
l’ame rev&t deux fois l’helice tripale, et dont le bord tourne autour de l’ame 
dans le sens du tire-bouchon (Fig. 31). 

V. DEFORMATION ALG~BRIQUE DE LA SURFACE DE BOY EN 
LA SURFACE ROMAINE DE STEINER 

Nous avons dtfini la surface de Boy comme perturbation de la surface 
romaine par la representation paramttrique S, x Iw +fb [w3 

=ftsR t)= 
j(e) + t . k(8) 

1 - > bt sin 38 + t* 

A@ = 

$os 20 

G 
3 sin 26, k(B) = 

2 
-cos e 
3 

2 -- 
3 

sin 8. 

0 

Le parametre perturbateur b vaut 0 pour la surface romaine et 1 pour la 
surface de Boy. Remarquons que les valeurs f-J -8, t) et fb(O, t) sont 
symttriques par rapport au plan X2 = 0 ce qui nous montre en particulier 
que f-, parametre l’image de la surface de Boy dans un miroir que l’on 
peut appeler surface de Boy inverse (Figs. 15, 16). Nous avons dit dans l’in- 
troduction que la surface de Boy inverse n’btait pas rtgulierement 
homotope a la surface de Boy directe, en effet une homotopie reguliere con- 
serve le reste modulo 4 du nombre de demi-tours d’un ruban de Mobius 
autour de son ame et une symetrie par rapport a un plan change le signe de 
ce nombre. De plus le rtsultat de I. James et E. Thomas [JA] nous dit qu’il 
y a exactement deux classes d’homotopie regulitre d’immersions du plan 
projectif reel dans Iw3. De sorte que fl etf_ 1 donnent des representations de 
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chacune de ces deux classes par des surfaces algebriques rkelles du sixieme 
degre (voir les equations dans l’appendice A). 

La paramttrisationf, represente une deformation de la surface de Boy en 
son image dans un miroir par l’intermediaire de la surface romaine. C’est 
une homotopie algtbrique par surfaces du sixieme degrt. La surface 
romaine admettant six singularites stables du type “bonnet crois6” il existe 
done un voisinage de 0 dans lequel les valeurs de b ne correspondent pas a 
des immersions. Grace a la prop&e de symetrie invoquee preckdemment 
on peut se limiter a l’ttude de la deformation pour les valeurs de b com- 
prises entre 0 et 1. 

Nous avons vu dans la propritte 7 que pour l/d < b < 1, fb induisait 
une immersion de classe C’ de la sphere dans R3. On note S dFb R3 la 
compode de fb avec la projection centrale de la sphere S sur le cylindre 
S1 x R. On note P(R3) -kFb lR3 l’application induite par Fb en passant au 
quotient par l’action antipodale sur S. 

PROPRI~TB 13. Pour b = I/$ I’application Fb de classe C’ admet trois 
points singuliers dorm& en 

X, 
0 
X* 
x3 

par 

fb($$)= 

scosg 
J5 

fb(F,-j=)= $sinF 

I l. 

fi 13n 
Jycos18 

$ sin 137C 
fi 18’ 

1 

En dehors des trois ant&&dents de ces points singuliers, Fb se restreint ci une 
C’-immersion en position g6+2f?rale. 
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Preuve. La demonstration de la propritte 7 nous dit que si b = l/d les 
points singuliers de Fb sont don&s sur S, x R par 

r=&cos38, tg3tI = & 

Ce qui donne les trois points cherches dans R3 avec six antecedents dans 
S, x R! done trois antecedents dans P(R3). 

En dehors de ces points nous avons done une C’-immersion. Nous avons 
deja remarque que les trois plans tangents au point triple sont en position 
get&ale de sorte qu’il ne reste a voir que la situation aux autres points de 
la courbe double. La mtthode utilisee est celle de la propriete 11. La courbe 
double de Fb est parametree en (X’) par 

4S( 1 - 3s2)(? - 3) 

(Y)= 
2J;; (1 - 3s2)(sZ+ 1) 
2 3s(l-33s2)(s2+ 1) 

f 

0ti s = tg e. 

3 (1 +s2)3 

Examinons d’abord les valeurs annulant YO. 
Les valeurs s = co, f l/,/? donnent le point triple. Les valeurs s = 0, f 

fi donnent des points se deduisant l’un de l’autre par la symetrie ternaire 
de la surface de sorte qu’on se contente de regarder le cas s = ,,/? = l/b. Le 
point correspondant sur la courbe double est don& en (X) par: 

t -9b 

1 -6b. 

On coupe I’image de Fb par le plan X, = bX, qui est transverse a la 
tangente a la courbe double au point 

1 -6b 

On place l’origine en ce point en posant 

-9b 

(X) = 

8--6b. 



SURFACE DE BOY 235 

En reportant ces coordonnees dans l’tquation de l’image de F en (X) 
(appendice A) on obtient le jet d’ordre 2 suivant en (q, 0): 

2634(b2 + l)( -9b2(b2 + 1)2 q2 + 63 b(b2 + 1)(5b2 - 1) ~0 

+2(11b4+&1)P) 

dont le discriminant est strictement positif pour 1 b 1 > 4. On obtient done 
deux branches de courbe a tangentes transverses ce qui nous prouve la 
position gentrale de l’immersion pb en l’image de S = fi. 

Nous pouvons maintenant supposer Xb# 0. La mCme mtthode nous 
conduit B poser 

(iv) = 
tj + 23 (1 - 3SZ)(S2 + 1) 
s(q + 2J3 (1 - 3S2)(S2 + 1)) 
e+&1 +sy. 

En remplacant (X’) par ces coordonntes dans l’tquation de l’image de Fb 
on obtient le jet d’ordre 2 suivant en (Q 0): 

e2:576(S2+1)‘(3S2-1)5(S3-3&*-3S+J?) 

@:576(S2+1)5(3S2-1)4(3S3-3,,kS2-9S+,/$ 

? 2: -144(S2+ 1)7 (3S2- 1)(3S9+3,/?S8-72s7 

+8&6+246S5+6,/?S4-176s3+15S-~) 

dont le discriminant vaut 

En dehors des valeurs annulant X0, les settles valeurs annulant d 
vtrifient 

dont les racines sont tg(rt/l8), tg(13a/18), tg(25rt/18) et correspondent aux 
trois points singuliers de Fb. Nous avons prouve qu’en coupant l’image de 
P b par le plan X2 =SXi transverse h la courbe double au point de 
parametre s, nous obtenions deux branches de courbe a tangentes dis- 
tinctes. Ceci termine la preuve de position generale cherchee. c.q.f.d. 

PBOPR~& 14. La famille ir un paramttre de surfaces d&nie par 

V%~ W admet en b = I/& une singularitt! gtntrique du type “confluence 
hyperbolique de deux bonnets croisW. 



236 FRANCOB APbRY 

Preuve. En fait cette confluence de deux bonnets croists (M. Wallace 
Collao [WA]) se produit simultantment aux trois points singuliers dtfinis 
par la proprittk prtcCdente, mais la symttrie d’ordre trois de l’image de Fb 
nous permet de nous placer au point 

b=l 7c 1 
vff (9, t)= G’-$ ES,XR. ( > 

On place la singularitt et i’origine en posant 

&++i 
3’ 

e=e’+f, t&+1 
fi 

et on Ctudie, au voisinage de l’origine, la fonction [w x S1 x [w -+/ Iw4 donnke 
par 

b’ 

f(b’, 5’, t’) = 
3( 1 - & bt sin 38 + t2) 

l/z (sin 28 - $ t sin e) 

3( 1 - & bt sin 38 + t2) 

1 

I-&btsin35+t2’ 

On notef,, f2, f3, f4 les composantes def. La propriktk prktdente nous 
dit que le rang de la matrice jacobienne de f g l’origine est infkrieur ou tgal 
g 2, c’est-&dire que f admet une singularitk d l’origine 0. 

Par ailleurs on pose t, = tg(z/18) dont le polynBme minimal sur Q(fi) 
vaut t3 - $ t2 - 3t + (l/d). On a 

;f,$; (O,O, 0) = ~(ta-~)(6t~+3~to-1)f0 
3 3(ti + 1)2 

la singularitk est done de corang 1 g la source, c’est-g-dire 0 E L'](f) (voir 
par exemple V. I. Arnold [AR]). Les kquations locales de Z’(f) au 
voisinage de 0 sont 

D3=0 et D4=0 

D 
3 

= W-1 J2J3) 
D(b’, B’, t’) ’ 

D =D(fiJXd 
4 D(b’, 5’, t’) . 
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On a a l’origine 

a,,D3.a,D,-a,.D,.a,D,= 
-256& 
9(tt + 1)’ 

(99&+176t,-21,&O 

ce qui signilie que les equations D3 = 0 et D, = 0 sont indipendantes et 
delinissent la courbe Z’(f) regulierement a l’origine. 

Par ailleurs d’aprts la prop&t 7 I’application Fb est une immersion 
done la courbe C’(f) est tangente en 0 a la surface b’ = 0, c’est-a-dire 

(a,, D,. a,.o,- a,.o,* a,.D,)(o, 0,O) = 0. 

On a tgalement 

a,.(a,o, f a,.D4- atto,. a,.D,)(O, O,O) 

-512 

=27&t;+ 1)’ 
(1233t;+736&-263)#0 

ce qui montre que le contact de C’(f) avec b’ = 0 a l’origine est d’ordre 
deux exactement. 11 reste A vkifier que la restriction de f A Z’(f) est 
regulitre en 0 c’est-a-dire 0 E C’*“(f). On remarque d’abord 

4 -. awD,(o, (40) = (I: + 1)2 (1 - 3ti) # 0 

puis 

, 
Y;’ (0, 0,O) =“$:$y (0, 0,O) , , 

- 256 

=9J5 (ti+ 1)4 
(9J5 t;+ 17t,-2>)#0 

on aura alors en appliquant le theoreme des fonctions implicites a l’origine 
sur C’(f) 

a,d~=* et a,,bt=o 
8’ 4 

done si g, est la restriction de f2 a Z’(j), on a A l’origine 

-1 D(fd’4)Z0 
atGg2=a,.o,x D(e’, t’) 

ce qui prouve que g, est de rang 1 B l’origine ainsi que la restriction de f A 
E’(f ). 
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FIG. 39. Surface romaine de Steiner (h = 0). 

FIG. 40. Surface de Boy du sixieme de& (b = 1). 

FIG. 41. Surface singulikre avec confluence des six bonnets croish par paires (b = l/d) 
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Nous avons ttabli la gtnericite de la singularitt ttudiee. Elle est 
ntcessairement du type “confluence de deux bonnets croises” et le fait 
qu’elle est situee sur la courbe double de p* qui ne disparait pas pour 
bzl/fi nous indique qu’il s’agit dune confluence hyperbolique et non 
elliptique. (M. Wallace Collao [WA]). c.q.f.d. 

Dans ce paragraphe nous avons montre que la deformation algtbrique 
qui permet de passer de la surface de Boy a la surface romaine passe par 
une singulariti genkique en b = l/d reliant, au voisinage de cette valeur, 
une C-immersion en position generale du plan projectif reel dans IX3 du 
type Boy a une surface stable a six bonnets croids du type romaine 
(Figs. 394 1). 

VI. EXISTENCE D'UNE IMMERSION POLYNOMIALE DE P(R3) DANS R3 

Nous avons construit au paragraphe III une C’-immersion de P(R3) 
dans IX3 dont nous avons montre qu’elle n’etait pas de classe C2 en un 
point. Pour repondre a une conjecture mention&e dans H. Hopf [HO] 
nous allons montrer par un pro&de d’approximation qu’il existe une 
immersion polymoniale de P(R3) dans !R3 don&e par trois polynbmes 
homogenes de mCme degre pair en x, y, z d&finis sur la sphere 
x2+y2+z2= 1. 

PROPRIBTB 15. II existe trois polynBmes homogkes de degrk 2d en x, y, z 
dt$nissant par passage au quotient par l’action antipodale sur la sphere unit& 
S une immersion en position g&&ale de P( R3) dans Iw3 dont l’image est une 
surface de Boy admettant comme axe de symttrie ternaire la droite 
x1=x2=0. 

Preuve. Si S +F R3 est l’immersion de classe C’ definie au 
paragraphe III pour b = 1 on note R3 +G R3 l’application d&inie par 

G(x,y,z) = q(x2 + y2 + z2) .F(x(x2 + y2 + z~)-“~, 

y(x2 + y2 + 22) -1’2, z(x2+y2+z2)--1’2) 

03 IR +9 R est une application de classe C’ B support compact dans 
10, + co[ qui vaut 1 au voisinage de 1. On introduit le produit de con- 
volution 
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cp(x, y, z) = exp( -x2 - y2 - z’), I= cp(X)dX, I 

(Pn(X, Y, z) = 1 k;oq(x2+y*+z2)k, 

cpf(x, y, z) = m3 * Zp’qn(mx, my, mz). 

I1 est clair que sur tout compact on peut approcher uniformement a E 
prbs G ainsi que toutes ses derivees premieres, par une application 
polynomiale rc; et ses derivees premieres. Remarquons que rr; etant 
invariante par I’action antipodale sur S, ses composantes sont constituees 
de monomes de degres pairs, on peut done les rendre homogenes de meme 
degre 2d en utilisant le facteur x2 + y2 + z* qui vaut 1 sur S, pour former 
I’application polynomiale S + R [w3. La symttrie ternaire de l’image de F 
nous assure de celle de l’image de rr. 

Sachant que sur la sphere S on a 

(a,G a.$, a,G)= (83, $7, a,F)- !‘[. *z 2. 
on en deduit sur S 

rg 
[ 

a,G a,G a,G 1 [ a,F 
= rg 

a,F a; 

1 
=3 

X Y z X Y z 

done pour E suffisamment petit on a sur S 

[ 
a,n 

rg 
a,71 0 =3 

x Y Z 1 
ce qui prouve que rc est une immersion. Pour E suffisamment petit rc con- 
serve les proprietts de position generale de F ainsi que les proprietts 
geomttriques en faisant une immersion de Boy. c.q.f.d. 

Nous avons vu dans la propriete 5 que cette immersion polynomiale ne 
pouvait &tre rtalisee par des formes quadratiques. 

En fait H. Hopf [HO] mentionne la conjecture selon laquelle cette 
immersion polynomiale ne pourrait Ctre realiste par des formes quartiques. 
L’objet du paragraphe suivant est de refuter cette conjecture en con- 
struisant une immersion de la sphere dans [w3 donnte par trois polyncimes 
homogenes du quatrieme degre. En language algebrique prouver qu’une 
telle application est une immersion revient a montrer qu’un morphisme 
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algebrique n’est pas ramifk Si la technique du resultant permet de 
rtsoudre ce probltme dans le cas ou le corps de base est algtbriquement 
clos il en va tout autrement sur R et c’est justement cette difficulte qui va 
nous conduire a des calculs fastidieux car on a: 

PROPRIM 16. Les homographies sont les seuls morphismes algkbriques 
non ramljk% de I-‘(@“) duns P( @* + ’ ) dSs que n est suptrieur ou igal ci 3. 

Preuve. Comme me l’a fait remarqut J-P. Jouanolou cette proprittb 
algebrique ne depend pas du corps algebriquement clos sur lequel on 
l’enonce, mais nous en donnons une demonstration sur C oh la notion de 
singularite stable la rend elementaire. 

On considere un morphisme algebrique de P(@“) dans P(C’+ ‘) dont les 
composantes (&,..-, fJ sont des polynomes homogtnes de degre d 2 2 en 
Xl,..., x,. 

On difinit la fonction rationnelle P(Cn) +F P(C”+ ‘) par 

Soit 9’” la vat-i&C: algebrique resultante des n + 1 mineurs n x n de la 
matrice jacobienne de F dans l’espace @ du paramCtre E. Pour E = 0 l’ap- 
plication F admet en (O,..., 0, 1) une singularitt stable du type “parapluie de 
Whitney”, de sorte que Y est un voisinage de 0 dans @ done coincide avec 
@. Puisque Y contient le point E = 1, le morphisme algebrique (fo,..., fn) est 
ramilie. c.q.f.d. 

VII. CONSTRUCTION D'UNE IMMERSION POLYNOMIALE 
DU QUATRIhiEDEGRfi DE P(R3)DANS [w3 

Nous allons construire une immersion de la sphere unite S dans R3 don- 
nee par trois polynbmes homogenes du quatrieme degre en x, y, z, en nous 
inspirant encore une fois de l’immersion de Boy. On regarde cette fois-ci le 
contour apparent de la surface de Boy vue du point A l’inlini de son axe de 
symetrie ternaire. On part de la remarque de B. Morin selon laquelle ce 
contour apparent represente, modulo la symetrie d’ordre trois de la surface, 
une perturbation de l’ensemble des valeurs critiques de la singularite du 
“mouchoir plit en quatre” (Figs. 43-45). Si on represente cette singularitt 
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FIG. 42. Valeurs critiques de la singularite du mouchoir plie en quatre pour differentes 
valeurs des parametres de dtploiement U, U. 

FIG. 43. Triangle equilateral rev&u huit fois par la sphere aux sommets duquel se 
trouvent trois singularites du type “mouchoir plit en quatre”. 

FIG. 44. Perturbation de I’ensemble des valeurs critiques de I’application (Fig. 43) de 
facon que le lieu critique sur la sphere soit connexe. 
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FIG. 45. Perturbation de l’ensemble des valeurs critiques de l’application (Fig. 43) de 
faGon que le lieu critique sur la sphtre ne soit plus connexe. 

par l’application (x, y) H (x2, y’) dont l’ensemble des valeurs critiques est 
le bord du premier cadran, alors la famille d’applications 

(PI&v: 6% Y) l-b (x2 + 344, Y2 + 2xu), U,UER 

est un deploiement a deux parametres de cette singularite [MA] et le lieu 
critique de qU,v est l’hyperbole xy = UU. L’ensemble des valeurs critiques est 
done la quartique unicursale 

X=x2+2U20x-1 
Y=2xv+U2V2x-2 

admettant un rebroussement de premiere espbce au point 

et un arc dont la concavite est tournee vers le rebroussement (Fig. 42). 
Pour construire notre immersion sur le modele de la surface de Boy on 

commence par en construire la projection sur un plan perpendiculaire a 
l’axe de symetrie. On part done de l’application S-r @ donnee par 
cp+cp*j+cp**j2 oti 

Son lieu critique est un octagdre regulier de la sphere S, et elle applique S 
sur un triangle equilateral rev&u huit fois aux sommets duquel se trouvent 
six mouchoirs plies en quatre, a raison de deux par sommet (Fig. 46). 

Bien entendu cette application est invariante sous l’action antipodale. On 
veut maintenant perturber cp de facon a faire du lieu critique une courbe 
connexe car le contour apparent de la surface de Boy est l’image C’ dun 
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FIG. 46. Lieu critique SW la sphtre de I’application dbfmie en la figure 43. 

cercle. L’analogie avec le deploiement du mouchoir plie en quatre nous 
indique que le terme perturbateur est divisible par y done Cgalement par z 
si on veut que dans ‘p* il soit divisible par s, ce qui nous suggere 
finalement la perturbation 9 = x2 + yz+ oti $ une forme quadratique. 

Comme nous l’avons dit le lieu critique de l’application cp + cp*j + cp**j* 
doit Ctre connexe pour que son image puisse correspondre au contour 
apparent de la surface de Boy. 11 y a en effet deux man&es de plier un 
mouchoir en quatre de faGon a obtenir la singularite (x, y) H (x2, y’) A 
l’origine, correspondant aux deux fa$ons de tendre vers cette singularite a 
partir du deploiement cp,,+ suivant que uu est strictement positif ou stric- 
tement negatif. Dans le premier cas le lieu critique de cpU,” est une hyperbole 
tquilatere situ&e dans les cadrans impairs et dans le deuxieme cas elle est 
situ&e dans les cadrans pairs. Si maintenant on examine le lieu critique de 
cp + cp*j+ cp**j’ sur la sphere qui est une perturbation du 1-squelette de 
l’octaedre rtgulier spherique passant par (1, 0,O) (0, 1,0) (0, 0, 1 ), en se 
placant au sommet (0, 0, 1) il est clair que le premier cas donne par 
symetrie ternaire un lieu critique a trois composantes connexes sur la 
sphere, alors que le second donne un lieu critique connexe (Figs. 47, 48). 

FIG. 47. Perturbation connexe du lieu critique. 
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FIG. 48. Perturbation non-connexe du lieu critique. 

Si on pose 

tj = ax2 + 2bxy + cy2 + 2dxz + 2eyz + fz2 

alors, au voisinage du sommet (0, 0, 1) le deuxieme cas correspond a la 
condition 

z-*.z.@*<o 

or si fc est non nul on a les equivalents suivants 

$-f, v-c 

done on doit avoir 

fc <o. 

Le cas le plus simple qui nous vient a I’esprit est 

c= 1, f= -1, a=b=d=e=O 

rp=x2+yz(y2-22). 

C’est cette perturbation que nous allons utiliser dans la suite, etant sur- 
tout guides par l’idee que la simplicitt de cp contribuera a simplifier les 
calculs ulterieurs. Rien ne prouve cependant qu’un choix different des coef- 
ficients a, b, c, d, e, f n’aurait pas donne des calculs plus simples. 

On a defmi la projection de l’immersion de Boy sur un plan perpen- 
diculaire a son axe de symetrie ternaire par cp + cp*j + cp**j’. Si maintenant 
on veut relever cette application de S dans C en l’immersion de Boy de S 
dans lR3, on se donne une fonction hauteur S +h Iw issue dune application 
de R3 dans [w polynomiale paire, invariante par le groupe alterne 6T3 et 
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admettant sur la sphere deux maxima, six minima et six cols non dtgtneres. 
On a choisi 

h(x, y, z) = CT;’ + 40, p oii a, =x+y+zet 

P=(Y-xx-YU-z) 

PR~PRIBTB 17. S +h R! est une fonction de Morse sur la sphPre admettant 

deux maxima donnks mod&o (‘action antipodale par (II,/?, I/J?, l/d), 
six cols et six minima donnb respectivement modulo Paction antipodale et la 
rotation de 21~13 autour de la droite x= y = z, 

- &.I% 
par CJziJX -liJC 

et (- ((1 -x)/3)“*, -(x/2)1/2 - (( 1 -x)/3)*/2, (x/2)“’ - 
(( 1 - x)/3)‘j2) oti x est la racine rPelZe de 70x3 - 186x2 + 171x - 54. 

Preuve. On commence par effectuer le 
orthonormt donne par 

r 

X 

Y 

Z 

L _ 

Par ce changement de repere la droite 
X= Y=O, et h devient 

x 

changement de repere 

x 

Y 

Z 

J 

‘=Y=Z a pour equation 

h(x,y,z)=9Z4+2$$X.Z(X2-3Y*). 

On ttudie alors les points critiques de cette application sur la sphere 
X2 + Y2 + Z2 = 1, modulo le groupe r engendre par la symetrie par rapport 
a l’origine et la rotation d’angle 2x/3 autour de Oz. 

On obtient les equations 

x2+ y*+z*= 1, 
-3Z(Y2-A-2) x 

3&z3+x(x2-3Y2)z 
= 0, 

- 6XYZ Y 

3&23+x(X2-3Y*)z 
= 0. 

Ce qui donne, modulo l’action de r les trois points 

(0, 0, 11, (0, l,O), LEd4-u-xo)“2) 
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oti X,, est la racine rielle de 

70X3 - 186X2 + 171X- 54. 

On calcule maintenant le 2 -jet [Al2 de h aux points consider&.: 

(090, 1) [h],=l-2X-2P indice 2 maximum 

(0, 1, 0) Jz [~12=-((X-Z)~-(x+z)~) 
Jr 

indice 1 co1 

(Jxa.0, -(l-X,)“2) [h12=(1-x,)*--x,(x,-X2,)“2 0 

33 

+ fi(X, - q)“’ y2 indice 0 minimum 

c.q.f.d. 

capplication s +tr~ +&P’ +j2@‘.h) C x R detinit une application rationnelle 
P(@3)+FP(C4) par composition de l’application P(C3)+” P(C5) oti les 
composantes de G sont G1 = x2(x2 + y2 + z’) + yz( y2 - z2), G2 = G: , 
G3 = G?, G, = a:, G0 = (x2 + y2 + z2)2 suivie de la projection conique H de 
centre u = (0, 1, 1, 1, - 12) sur P(C’/Cu). 

Pour le voir il sufit d’effectuer le changement de coordonnees 
homogenes suivant dans P(C) 

r, 
Y1 
y2 

y3 

y4 

= 

1.. . 

1 -; -; 

. . Js 4 
2’2 

-44 4 4 

11 1 -1 

1 

2 

x0 

Xl 

x2 

x3 

x4 

La projection conique Z-I s’exprime alors par suppression de Y4 et si on 
identifie P(C’/@u) avec P(C4) g&e au systtme de coordonnees homogenes 

zo = yo, z1= y1, z2 = y2, z3= Y3 

on obtient la parametrisation polynomiale du quatritme de S dans 5X3 en 
gardant les trois composantes F,, F2, F3 de F don&e sur S par: 
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F, = f (2G, - G2 - G3) = Re(cp +jq* +j*q**) 

3 F,=2WrG) = Im(cp +jq* +j2rp**) 

F3=G,f4(G,+G2+G3-G,,)=h 

F,,=Go= 1. 

Nous allons montrer que l’application rationnelle F induit l’application 
polynomiale de S dans Iw3 cherchee avec 

F1=; [(2x2-y2-z2)(x2+y2+z2)+2yz(y2-z2)+zx(x2-z2) 

+ XY(Y2 -x2)1 

fi F2=T [(y2-z2)(x2+y2+z2)+zx(z*-x2)+xy(y2-x*)] 

F3=(x+y+z)[(x+y+z)3+4(y-x)(z-y)(x-z)J. 

On note L la surface rationnelle de IFp(C’) dttinie par G. 

PROPRIBTB 18. P(C3) -“P(@“) est un morphisme algibrique dont 
l’image H(E) est une surface algkbrique rationnelle de degrk 16 et d’tquation 

oti Res( . ) dksigne le r&&ant par rapport aux coordonnPes homog&es x, y, z 
de P(@‘). 

Preuve. Pour prouver que F est un morphisme algtbrique il suflit 
d’ttablir que G en est un, puis que le centre u de H n’appartient pas a Z. 
Notons d’abord que G4 = 0 implique 0, = 0 et Go = 0 implique alors g2 = 0, 
et on a (x, y, z) = (x,,jx,,,j2x,,) done G, =yz(y2-z2)= -x:(1 +2j) et 
tinalement G1 = G4 = Go = 0 implique x = y = z = 0, ce qui prouve que G est 
un morphisme algebrique. 

Si maintenant on suppose (G,, G1, G2, G,, G4)=A(0, 1, 1, 1, - 12) alors 
on a GO=O, soit a:=2cr,, et par suite G,+G2+G3=o,p=3L De plus 
4(G, + G2 + G,) + G,=O soit a,(oT +4p) =O. Si g1 =0 alors A=O. Si 
e1 #O alors p= -$a:. De plus Gi -G2=G,-G, =G,-G, =0 ce qui 
donne 

(x+y)(2x2-xy+2y*)=(y+z)(2y~-yz+2z2) 

= (z +x)(222 - xz + 2x2) = 0 
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done 

( ou 
(X+y)(y+z)(z+y)=a:/2-a,=0 
T(2x2-xy+2yz)= -u*=o 

mais CT~ # 0 implique u2 # 0 done o3 = ai/2 et si on remplace c2, CT~, p par 
leurs valeurs en fonction de trl dans la formule (0) de l’appendice B don- 
nant le discriminant du polynome du troisieme degre, on trouve u1 = 0. 
Finalement on a bien il = 0 ce qui montre que u n’appartient pas A .?I. 

Examinons maintenant l’iquation de H( JI) detinie parametriquement par 

zi = Fi(x7 Y, zh i=O, 1,2, 3. 

F ttant un morphisme algebrique, le point (Z,, Z,, Z2, Z,) appartient a 
H(z) si et seulement si le resultant par rapport A x, y, z, t suivant est nul 

Res(F, - Z, t4, F2 - Z2 t4, F3 - Z3 t4, F. - Z,, t4). 

Les proprietts du resultant nous permettent d&-ire 

ZA2* Res(F, - Z1 t4, F2 - Z2 t4, F3 - Z3 t4, F. - Z, t4) 

=Res4(ZoF1-Z,F,,,ZoFz-Z,F,,Z,F,-Z3Fo) 

done 
Res(ZoFl-Z1Fo,Z,,F2-Z2F0,ZOF3-Z3F,,) 

est divisible par Zi’ et (Z,, Z, , Z,, Z,) appartient a H(z) si et seulement si 

La surface rationnelle H(C) est irreductible, done son degre est diviseur 
de celui de l’equation prbcedente qui vaut - 32 + 48 = 16. 

Pour s’assurer que le degre de Z-Z(z) est exactement 16 il suffit de trouver 
un point de H(z) n’ayant qu’un seul antecedent par F en lequel F ne soit 
pas ramifk. C’est le cas du pole (LO, 0,9) sit& sur l’axe de symetrie ter- 
naire de H(z), Z, = Z2 = 0, et dont l’unique antecedent est le point ( 1, 1, 1) 
en lequel F n’est pas ramif%. c.q.f.d. 

Remarque 19. On peut chercher les points d’intersection de H(C) avec 
l’axe de symetrie ternaire Z, = Z, = 0 et voir en particulier que la trace de 
H(z) dans P(lR4) contient strictement l’image par F de P(Iw3). 

On pose pour cela 

607/6113-5 + 
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de sorte que 

H,=H:, H)=H;, H, + H, + H3 = 3F3 = 3(a: + 401~) 

et 

On a alors 

TxH , = CT; - 6a;(a; - 2a2) + 14aI(u; - 2a2)2 + 36a,(a: - 2aJ 
T(x + y -t z) H, = - 5a; + 12a;(a: - 2a,) + 2a,(af - 2a,)2 

+ 48a;a3 + 12p(a; - 2aJ. 

De sorte que si Ho = 0 alors ai - 2a, = 0 et le sysdme ci-dessus donne 

a,(a;l+ 4a,p) = a: 
a,(a;l -I- 4a,p) = -50: + 48a:a, 

or a, ne peut &tre nul car on aurait H, = H, = H3 = H, = 0, done on a 

p=o 

a:-8a3=0 

ai-2a2=0 

ce qui contredit l’kquation (0) de l’appendice B. On peut done supposer 
a: - 2a, = 1 on pose Cgalement Fj = t alors on obtient le systtime 

a;+4a,p-t =o (1) 

ai - 60: + (14 - t) a1 + 360, =o (2) 

-5a: + 12a: + (2 - t) a, + 48afa, + 12~ =o (3) 

-4p*- 108ag+4a,aI(5af-9)-af+4a:- 5a:+2=0. (4) 
On tlimine p et a3 entre les trois premikes tquations par la combinaison 

Eq. (5) = 9(Eq. (1)) + 4a:(Eq. (2)) - 3a,(Eq. (3)). 

On obtient alors en posant s = a:: 

4~~-9~~+(29-4t).?+3(t-2)~-9t=O. (5) 

On reporte ensuite dans (4) la valeur de a3 tirke de (2) 

144~’ + 3s5 - 16s4 + 6( 12 - t) s3 + 8(2t - 19) s2 + 3(t* - 16t + 88) s - 72 = 0. 

(6) 
On reporte dans (6) la valeur de p tirke de (1) 

3s6 - 16s’ + 3(27 - 2t) s4 + 8(2t - 19) s3 + 3(t2 - 22t + 88) s2 

-72s+9t2=0. (7) 
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Pour t = 0 le syst&me (1 t(4) n’a pas de solution, on suppose done t # 0 
et dans ce cas si les bquations (5) et (7) admettent une solution commune 
en s, on a bien s # 0, on en dkduit (T, puis o3 et p $ l’aide de (2) et (3), alors 
(1) est vCrif%e et s ktant non nul Equation (6) est kgalement vCrifiCe ce qui 
donne (4) B l’aide de (2). 

Ainsi il existe (x, y, z) # (0, 0,O) tel que 

TH,=3t 

TxH, = CT, t 

T(x+y+z)H,=a,t. 

LX dkterminant de ce syst*me dont les inconnues sont H,, Hz, H3 est 

1 1 1 
X Y 2 =s-3. 

y-z z-x x-y 

Si s = 3 l’tquation (5) donne t = 9 et on en dtduit 

A 
1 

CT, = 6z=l, 
03=3J5’ 

p=o 

ce qui donne le point 

1 
0 0 0 
9 

dont l’unique ant&dent est 

1 i) 1 . 
1 

On voit finalement que tout point de la surface H(C) situ& sur la droite 
2, = Z2 = 0 et diffkrent du phle 

1 
0 0 0 
9 

correspond B exactement une racine, diffkrente de 0 et 9, du dtterminant de 
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Sylvester relativement ti s de (5) et (7) qui vaut, B une constante mul- 
tiplicative p&s: 

t(t-9)2 (9t- l)(t+3)2 (t”- t+296)=0. 

t = 4. Les Cquations (5) et (7) deviennent 

(3s - 1 )( 12s3 - 23s2 + 78s + 9) = 0 

(3s- 1)(27?- 135s4+678s3- 1126s2+ 1935s-3)=0 

dont l’unique solution commune est s = l/3 soit o1 = l/&, CJ~ = -l/3, 
(TV = - l/3 ,,h, p = 0 ce qui donne le point triple 

dont les trois ant&dents sont 

1 i) 1 
-1 

t = -3. Les Cquations (5) et (7) donnent 

4~~-9~~+41~~-15~+27=0 

3s6 - 16s’ + 99s4 - 200,~~ + 489~~ - 72s + 81 = 0 

dont le pgcd vaut s2 - 2s + 9. On en tire 

a,=JZ&i, a,=fifi, 0,=&(3&i), p= -j(ll&2i) 

ce qui donne le point sextuple 

1 

0 

ii 

0 
-3 

qui appartient A une composante rtelle de H(C) diffkrente de l’image de 
P(W). 

t2 = t - 296. On obtient nkessairement deux points triples 

2 
0 ( i 0 

l+ 13iJi 
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FIG. 49. Projection de la surface de Boy paramttrke par trois polynBmes du quatrikme 
degrk sur un plan parallkle ?I l’axe de symktrie. Une projection de la meme surface sur un plan 
perpendiculaire A I’axe de symttrie est donnte en la figure 33. La parambtrisation utilisbe dans 
cette figure est 

4F1 
4F2 
F3 

od F, F2 F3 sont d&finis au paragraphe VII. 

ce qui donne finalement avec les multiplicitks, seize points de H(Z) sit&s 
sur la droite 2, =Z,=O. 

Nous allons maintenant prouver que F se restreint A une immersion de 
P(R3) dans P(R4) (Figs. 49, 33). 

VIII. LA RESTRICTION RkELLE DE P(c’) hp P(c4) EST NON RAMIFIhE 

LEMME 20. La restriction rkelle de P(C3) +F P(C”) est de rang 
maximum si et seulement si les 3 diterminants A,, A,, A, ne s’annulent pas 
simultankment sur R3 privP de rorigine, oti 

Al= as3 a+3 aZG3 1 
a,F, ayF3 a,F, 0 ' d,=df, d,=d,*, 

lx Y z 01 



254 FRANCOIS APkRY 

axG, a,G a;G, 1 
* = _ axG2 ap2 as2 1 

4 d,G3 a,,G, azG3 1 =A$. 
X Y zo 

Preuve. Dire que F est de rang maximum est equivalent a dire que le 
noyau de DF est nul c’est-a-dire que l’image de DG rencontre trivialement 
le noyau de H, ce qui signifie que la matrice 

est de rang 4 sur R3 prive de l’origine. On ne change pas le rang de la 
matrice en remplacant la ligne (aG4, - 12) par (aF,, 0). 

11 reste a remarquer que quatre vecteurs lies trois a trois a un cinquieme 
non nul sont necessairement lies done qu’il suffit de faire intervenir les 
determinants contenant la ligne (a,G,,, a,G,, a,G,, 0) =2(x2 +y2 +z’)(x, 
y, z, 0) pour exprimer que le rang de M est maximum. Les resultats de l’ap- 
pendice B nous montrent les proprietts de symetrie. De plus on a 

A, = J*(G,, F,, GoI- J**(G,, F3, Go) 

done A, + A2 + A, =O, il s&it done de considtrer A,, A3, A,. c.q.f.d. 

La propriete 16 vue preddemment nous interdit l’usage du resultant 
pour voir si A,, A,, A,, ne s’annulent pas simultanement sur R3 prive de 
I’origine. 

Nous nous placerons dortnavant sur la sphere reelle S d’equation 

cr2=+(CT:- 1). (8) 

Nous allons remplacer les equations A, = A, = A, = 0 par des equations 
invariantes par le groupe alterne a,. 

LEMME 21. Sur S le systPme A, = A, = A4 = 0 Pquivaut au systPme 

TxA,=TyA,=TzA,=A,=O. 

Preuve. En utilisant le lemme 0 de l’appendice B on exprime A, et 
2TxAl en fonction de (rr, 63 et p aprb elimination de q2 grace a (8) 

A, = 2p(of + 1) + 168~~0: - 28afrr, + 690:~~ + 210, 

+ 20: - 100: + 130: - 30, (9) 
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2TxA 1 = po,(60; - 80; - 2) - 36~0, + a;(216a; + 162) 

+ ojal( -680;‘+ 870; + 27) + 40: - 12a; + 6~7; + 9u: - 3 (10) 

et on utilisera Equation (0) de I’appendice B 0~71 l’on a Climinb c2 

4p2= - 1080: + ajo,(20a: - 36) - uf + 40; - 50: + 2. (11) 

Le systeme A, = AZ = A, = 0 est equivalent au systeme TxA , = TyA , = 
TzA l = 0 sur la partie de S ou le determinant circulant 

x Y z 
Y z x =&r&+3) 

ZXY 

ne s’annule pas. Si 0: = 3 alors x = y = z = + l/a et Iequation (9) montre 
que A, est non nul. Si CJ i = 0 alors (9b(ll) montrent que A4 et TxA, ne 
s’annulent pas simultantment. 11 ne reste a voir que 

TxA,+TyA,+TzA,=al(A,+A2+A3)=0. c.q.f.d. 

Le lemme 0 de l’appendice B nous permet d’exprimer TyA , - TzA , en 
fonction de c, , o3 et p 

2TyA, - 2TzA, = po,( - 120’: + 120; - 6) + pu,(96uf - 18) 

+ 3240; - a,a,(30u’: + 6~:) + 2~; - 30: + 3~; - 6. (12) 

La restriction reelle de F est done de rang maximum si et seulement si le 
systeme 

A,=2TxAl=2TyA,-2TzA,=O 

n’a pas de solution sur la sphere S. 
Grace a (9~(12) on va Ctudier un systeme en ul, u3, p. 

bOPRJ%l’b 22. La restriction rkelle de P(C3) -t”P(C4) est un 
morphisme algtbrique non ramljkt 

Preuve. On va tliminer successivement p et u3 dans les quatre 
equations obtenues a partir de (9)( 12), pour obtenir deux equations en u: 
(les equations ttant invariantes par I’action antipodale sur S) dont on con- 
statera qu’elles n’ont pas de solutions sur S. On ilimine p de A4 = 0 grace a 
(9) et (11): 

-28224c$u; + 112a;u,(84u; - 207~: - 63) + u;( - 14560; + 72240; 

-8061u~-2106u~-549)+2u3u,(56u~0-418u~+ 1022uT 

-769u~-92u~+45)-4u~4+40u~2-153u;0+274u~ 

- 227~; + 74~;’ - lOa; + 2 = 0. (13) 
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On tlimine p entre 2Txd, = 0 et A, = 0 grace g (9) et (10): 

-3024&+c~;(504+384+1788+540) 

+a,a,(-84~;+351a~-24a’:-501~~+6) 

+ 6crf’ - 420;~ + 85a; - 45~: - 16a;‘- 30; + 3 = 0. (14) 

On Climine p entre 2TyA, - 2TzA, = 0 et A, = 0 grhce A (9) et (12): 

(-8064a:+ 1512) a,a;+a;(2352+4572~;‘+441a;+ 513) 

+o,a,(-264a~+1050~~-1122cr’:+336a~+36) 

- 70~;~ + 1430; - 12907 + 60~: - 12~; - 6 + 12af2 = 0. (15) 

11 nous reste A montrer que le systtime (13)-( 15) n’a pas de solution sur 
S. I1 faut d’abord Climiner C~ pour obtenir deux equations en (rl oti (TV ne 
doit intervenir qu’A des puissances paires. 

On pose done s = of, I’klimination de CT~ entre (13) et (14) et entre (14) 
et (15) donne respectivement ( 16) et (17): 

s 

1695734784 22 
-18592952832 21 

90949053376 20 
-242429087104 19 

294332682992 18 
234036046328 17 

-1459152641611 16 
1974240467438 15 

282503896930 14 
-4131203734020 13 

4221001818072 12 
1329432720666 11 

-5880171238122 10 
3983345070528 09 
3787168356870 08 

-3141591153534 07 
989727647598 06 

2651528485260 05 
-217050499656 04 
-591831643338 03 

-61248974742 02 
3368469888 01 

546852789 00 

(16) 
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753659904 
-6960331008 
29805120384 

-74122081216 
103695141888 
-35124305772 

-153717415558 
313777599813 

-244816933713 
-71280633054 
316634725662 

-278331645789 
19199056071 

136848951072 
-128521343970 

-1865748213 
19878161229 

-31823417430 
-13456807830 

- 1743146163 
-78121827 

s 
20 
19 
18 
17 
16 
15 
14 
13 
12 
11 
10 
09 
08 
07 
06 
05 
04 
03 
02 
01 
00 

(17) 
( 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

Nous calculons maintenant le pgcd de (16) et ( 17) qui est Cgal a (s + 1 )2 
multiplie par le polynbme de degre 12 suivant: 

s 
3925312 12 

- 26683776 11 
91542624 10 

- 185317392 09 
220242207 08 
- 89454186 07 
- 79044474 06 
214616952 05 
- 54064350 04 

2879622 03 
81733734 02 
16412220 01 

964467 00 
Quand on est sur S, CT: prend ses valeurs dans [0,3], il suffrt done de 

constater, grdce a la mithode de Sturm,l que le polynbme (18) ne s’annule 
pas sur [0,3], pour conclure. c.q.f.d. 

’ Voir par exemple [WAE, I, p. 2481. 

(18) 
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APPENDICE A 

Paramdtrisation de la surface de Boy du six@me degrC 

La surface de Boy correspond a la valeur du paramC$re de deformation 
b = 1. Nous partons de la paramttrisation de S, x R dans R3 donnee par 

Xl ~(cos2H+,litcostl) 

X2 = (1 - &bt sin 3% + t2)-’ * G 3 (sin 20 - ,,ht sin 0) 

I x3 
en posant 

1 1 

u=cose~(l+t*)-l’*, u = sin 0 . ( 1 + t2) - ‘I*, w= t(1 + t2)-1’2 
et on introduit une coordonnee d’homogtneite X0, ce qui donne la 
parametrisation de P( W3) dans P( R4) suivante 

xcl 3[(u* + u* + w’)(u’ + II’) -$buw(3u2 - u’)] 

x, J5(u2+u*)(U2-u*+&w) 
(X)= x = 

x: 

&u* + 02)(2UU - J5uw) 
3(U2 + u*y. 

On considere les differents changements de coordonnees homogenes a la 
source et au but suivants 
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i 

2fi ’ . -2Jz 

(Y)= : 
3 3i . 
3-3i . 

i 

(X) 

\. . . Jz 

1 . . . 

. . 

(x’)= i 

-1 3 
-1 . 3 . 

-1 . . 3 

1 2 2 2 

3 3j 3j2 
. 3 3j2 3j 
1 -1 -1 -1 

r 

x) 

b-7 

3. ~6 

’ J3 JL 
. -ifi i& . 

6 

(xl = 

(x) = 

(xl) = 

2 
7 . 
J3 - 

2J2 -1 --. - 

ofi 3 

3.. 6 
1 1 1 -1 

1 j2 j -1 
1 j j2 -1 

2 
- . 
3J3 

.a. 
3 (X) 
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2 . . -2 

(Jy)= : l l : 

i i 

-i i 
( Y) 

. . 2 

La paramttrisation devient alors 

(x) = 

E(d2 + d2 + w”) - fi bF 

Ev’w’-Lb 
fi 

Ew’u’ -L b 
J? 

Eu’v’-Lb 
@ 

E(u” + v” + w’*) - fi Fb 

E( 3~‘~’ - u’2 _ vJ2 - ,‘2) 

(x’) = 

E( 3~‘~’ - u’2 _ v’2 - ,!2) 

E( 3u’v’ - u’2 - vt2 - w’2) 

od E = (u’ +jv’ +j’w’)(u’ +j2v’ +jw’) et F= (u’ + v’ + w’)(v’ - u’)(w’ - v’) 
(u’ - w’) 

De m$me on a la paramktrisatjon 

jbW”(& - g3) + UI/VIIWn2 

(Y)= 

uIIuII(uI12 + ,n,u) 

u~Iv!I(vr12 + u,,w,r) = 

UN20112 

s(rs + ib(r3 - 1)) 
r(r* + s) 

r(l + rs) 

r2 

Od 

r = d’/v” et s = w”/u”. 
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On a eniin 

261 

(U2+u2)(2w2-u2-u2)-2y/5bbow(3u2-u2) 

(X’) = 
(u2+ u2)(u2- u2 + J3 WV) 

(u2 + u2)(2uu - $ uw) 
( u2 + u2)2. 

Equation de la surface de Boy du six@me degrP 

On obtient I’tquation de la surface dans les diffkrents rep&es 

64(X, - Xd3 Xi -48(X, - X3)’ X$(3x: + 3g + 2g) 

+ 12(x,-x3) x3(27b2(g + x)’ - 6(3b2 + 1) T%$q + J$ 

+18&l -b’)X,X,(+3X$)+36&X2X3(X$-3X;‘) 

+4X;) + (9% + 9x: - 2X$( -81b2(q + A$’ 

- Wb2 + 1) -%$x: + A’-$) + 54,/? b(b2 - 1) x,x,(x: - 3g) 

+ 108,/5 b2X,X,(x: - 3z) + 4X;) = 0 

Y;Y:-~Y#‘,Y,+3~)+Y,Y,(b2Y:Y:-(3b2+1)Y,Y2Y: 

+(l-b2) Y,(Yi+ Yz)+2ibY,(Y:- Y:)+3Yi) 

+(Y,Y,-Y9(-b*Y:q-(3b2+1) Y,Y,y: 

+ib(b2- 1) Y,(Y:- q)+2b2Y3(Y:+ Y;)+ Yi)=O. 

En utilisant les notations de l’appendice B pour les polynhmes alternls 
tltmentaires on a tgalement 

(xlJ-dl)2 (x,a,+2a,a,-a:)+&(x,-a,)(4a:-9a2-x;) 
fi 

b2 

+ 640;‘~~ - 80; + x0( - 162~~0, + 450;~~ + 69~7,~; 

- 34o;a, + 4a;) + x;( 18a,03 - 3a: - 7a:a, + 20;) 

+ X;(bJ, (T2 - a; - 9a3)) 

b3 
+- 

0 
~(xo-~cr,)(x~-22a,x,+27~2-8~~)=0 
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fJ;y2CJ;CT; - o;‘+xb(so; - 2a;o;) + x;y30; - 20;*) 

- x;~o;) + -!- p’o;(9a; -4a;’ - 6xba;) 
b3 d b2 

+3fi 
- p’o;(80;* - 270;) +3 (1620; o;o; 

- 540;~~; + 810;~ - 1470;~o;~ + 64~;~~; - 80;~ 

+~~(-27a;~a;-27~+~;*+24~;~~~-4a;~))=O. 

On a enh 

oil u= x;‘+ x;*, Y= x; X3(Xi2- 3&2), w= x;X;(3X;* -XG2). 

Equation de la courbe double de la surface de Boy du sixiSme degrC 

La cow-be double de la surface aigkbrique rkelle prkddente est la courbe 
unicursale du sixikme degrt: don&e par 

3(3 sin 2a + sin 6(0 + a)) sin 3(0 + a) cos 3(0 + a) 

(X) = 
4J?! cos a sin 3(8 + a) cos 8 

4* cos a sin 3(0 + a) sin 8 (X’)= ?;y;;;=-;; 

6 sin 2a sin a cos a 

avec b = tg a. 
En posant t = tg 8 on a 

(Y)= 

(t+b)(t(b& 1)-b-fi)(l(bfi+ 1) 

+ b - ,,‘?)(l - bt)(t(b + &) - 1 + b$)(t(b - ,,h) 

-1-bfi) 

(t+b)(t(b& l)-b-d)(f(b,,h+ 1) 

+b-$)(t2+ l)(b*-i 1) 

t(t+b)(t(b& l)-b-$)(t(b,,h+ 1) 

+b-a)@*+ 1)(b2+ 1) 

b(b2 + 1)2 (t” + 1)3. 
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APPENDIX B 

PolynBmes alternks 6 trois indkterminees 

On d&nit trois endomorphismes de l’algebre K[x, y, z] des polynbmes a 
trois variables sur le corps commutatif K de caracteristique differente de 2: 

*:fl-+f, f*(-TY,z)=f(Y,ZY x) 
-:fl-+J 7(x, Y, z) =f( Y, 4 4 
T:fl-+Tf=f+f*+f** 

On a 

f .**=J=, +j. 

On en dtduit que T et - commutent comme T et * d’aiiieurs: 

Ty= Tf Tf*=T*f=Tf Tf * Tg = Tfg + Tf *g + Tfg*. 

On obtient les rtgles suivantes concernant les optrateurs de derivation: 

af*=ef a,7= %f 

a,f*=a,*f a,f= %f 

a,f*=a,*f a,f=&f 

On definit le jacobien de trois polyn6mes f, g, h E K[x, y, z] par 

hf a,f kf 
wg,h)= ad ayg ad 

a,h a,h a,h 

Le jacobien est trilineaire alter& et veritie 

et si on compose 

On a 

fi f* f3 

&?I o g2= g3- 

4 h2 h, 

J(f~,g~,h,)=J(f,,g2,h2).J(fi,g1,h,) 0 
f2 

g2 . 

h2 
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On a enfin 

J*(L g, h) = w*, g*, h*), a(f, g, h) = -Jot i?, 8. 

Outre les polynomes symetriques elementaires ITS = TX, a2 = Txy, 
e3 = xyz, on introduit 

P = (Y - x)(z -Y)(X -zh 

Ces polynomes sont lies par la relation donnant le discriminant du 
polynome homogene a deux variables du troisieme degre: 

p2= -4a:a,+a~a:+lg~,a?,a,-40:-27a:. (0) 

On utilisera le lemme suivant 

LEMME 0. Le polyndme f de K[x, y, z] est invariant par le groupe alter& 
a3 si et seulement si il peut s’tcrire 

f=P(a1, g2, 03) + ma,, %? a3), P, Q E KCx, Y, ~1. 

P et Q sont alors d&ermines de faGon unique. 

Preuve. Pour l’unicite il suftit de remarquer que 

; (f+7) = p(al,~2,~3), ~cr.T)=Qh,o2,a,) 

et que gl, 02, o3 sont algtbriquement indtpendants 

P(a,,02,cT3)=OOP=o. 

Pour l’existence il suffit de montrer par recurrence que la propriete est 
vraie pour les polynomes 

TX”- “y” oh O<k<; 

on peut utiliser les formules de recurrence suivantes: 

n pair 
TXn/2yn12 =a,Tx n/2-1 42-l 

Y - a3( T+ T) Xn/2 - ’ y”/2 ~ 2 

TX 42 + lyn/2 - 1 = 61 Tx”/2yn/2 - 1 _ Tx”i2yn12 _ 63 TX”/2 ~ lyfl/2 - 2 

TX”- ‘y ~g~T,y"-~y- T~“-~y~-gJx”-~ 

TX” =a,Tx”-‘-(T+p)x”-‘y 



n impair 

SURFACE DE BOY 265 

Txf”+1)f2~(n-1)f2=a2Tx(“-‘)/2y(“-3)/2 

_o~~x(“-3)/2y(n-3)/2_.3Tx(“-‘)12y’”-’)f2 

Tx(“+3)f2y(“-33U2=a,Tx(“+‘)/2y(R-3)/2 

_ TX’” + I)/2 Y (n- I)/2 _ u3 TX’“- I)/2 #- 5)/2 

. . . 

TX” - ‘y =~,T~“-~y-Tx”-=y~-~~Tx”-~ 

\ TX” =a,Tx”-‘-(T+ T)x”-‘y. 

Pour dkmarrer la rkcurrence on a 

I 

Txy = cr2 
Tx2y = 4(ala2 - 30, + p) 

Tx2y2 =a:-Za,a, 

TX3y=t(o:02-a,03-Za:+p~,). c.q.f.d. 

Le lemme prkddent est en fait une condquence immkdiate de la thtorie 
de Galois (voir par exemple [WE]) mais la dbmonstration que now en 
donnons fournit un moyen de calcul efficace des polynbmes P et Q. 
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