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Aquivalenz-Hypothese 3

4
Physikalischer Teil.

Von ALBERT EINSTEIN.

Die im folgenden dargelegte Theorie ist aus der Uberzeugung her-
vorgegangen, daB die Proportionalitit zwischen der trigen und der
schweren Masse der Korper ein exakt giiltiges Naturgesetz sei, das be-
reits in dem Fundamente der theoretischen Physik einen Ausdruck fin-
den miisse. Schon in einigen fritheren Arbeiten') suchte ich dieser
Uberzeugung dadurch Ausdruck zu verleihen, daB ich die schwere auf
die trage Masse zuriiekzufiihren suchte; dieses Bestreben fithrte mich
zu der Hypothese, daB ein (unendlich wenig ausgedehntes homogenes)
Schwerefeld sich durch einen Beschleunigungszustand des Bezugssystems
physikalisch vollkommen ersetzen lasse. Anschaulich 14Bt sich diese
Hypothese so aussprechen: Ein in einem Kasten eingeschlossener Be-
obachter kann auf keine Weise entscheiden, ob der Kasten sich ruhend
in einem statischen Gravitationsfelde befindet, oder ob sich der Kasten
in einem von Gravitationsfeldern freien Raume in beschleunigter Bewe-
gung befindet, die durch an dem Kasten angreifende Kriifte aufrecht
erhalten wird (Aquivalenz-Hypothese).

DaB das Gesetz der Proportionalitit der trigen und der schweren
Masse jedenfalls mit auBerordentlicher Gtenauigkeit erfiillt ist, wissen
wir aus einer fundamental wichtigen Untersuchung von E6tvis?), die
auf folgender Uberlegung beruht. Auf einen an der Erdoberfliche ruhen-
den Korper wirkt sowohl die Schwere als auch die von der Drehung
der Erde herriihrende Zentrifugalkraft. Die erste dieser Kriifte ist pro-
portional der schweren, die zweite der trigen Masse. Die Richtung der
Resultierenden dieser beiden Krifte, d. h. die Richtung der scheinbaren
Schwerkraft (Lotrichtung) miite also von der physikalischen Natur
des ins Auge gefaBten Ko6rpers abhingen, falls die Proportionalitit der
trigen und schweren Masse nicht erfiillt wire. Es lieBen sich dann die
scheinbaren Schwerkriifte, welche auf Teile eines heterogenen starren
Systems wirken, im allgemeinen nicht zu einer Resultierenden vereinigen;
es bliebe vielmehr im allgemeinen ein Drehmoment der scheinbaren

1) A. Einstein, Ann. d. Physik 4. 85. S. 898; 4. 88. S. 355; 4. 38. S. 443.
2) B. E6tv6s, Mathematische und naturwissenschaftliche Berichte aus Un-
garn VIII 1890. Wiedemann, Beibliatter XV. S. 688 (1891).
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4 Bewegungsgleichung des Punktes

Schwerkriifte iibrig, das sich beim Aufhiingen des Systems an einem
torsionsfreien Faden hiitte bemerkbar machen miissen. Indem E&tvos
die Abwesenheit solcher Drehmomente mit groBer Sorgfalt feststellte,
bewies er, daB das Verhiltnis beider Massen fiir die von ihm unter-
suchten Korper mit solcher Genauigkeit von der Natur des Korpers
unabhiingig war, daB die relativen Unterschiede die dies Verhiltnis von
Stoff zu Stoff noch besitzen konnte, kleiner als ein Zwanzigmilliontel
sein miiBte.

Beim Zerfall radioaktiver Stoffe werden so bedeutende Energie-
mengen abgegeben, daf die Anderung der trigen Masse des Systems,
welche nach der Relativititstheorie jener Energieabnahme entspricht,
gegeniiber der Gesamtmasse nicht sehr klein ist.!) Beim Zerfall von
Radium betriigt z. B. jene Abnahme 53, der Gesamtmasse. Wiirden jenen
Anderungen der triigen Masse nicht Anderungen der schweren Masse
entsprechen, so miiften Abweichungen der trigen von der schweren
Masse bestehen, die weit groBer sind, als es die Eotvosschen Versuche
zulassen. Es muB also als sehr wahrscheinlich betrachtet werden, daB
die Identitit der trigen und der schweren Masse exakt erfiillt ist. Aus
diesen Griinden scheint mir auch die Aquivalenzhypothese, welche die
physikalische Wesengleicheit der schweren mit der triigen Masse aus-
spricht, einen hohen Grad von Wahrscheinlichkeit zu besitzen.)

§ 1. Bewegungsgleichungen des materiellen Punktes im statischen
Schwerefeld.

GemiB der gewohnlichen Relativitiitstheorie®) bewegt sich ein kriifte-
frei bewegter Punkt nach der Gleichung

(1) o {fds} = o{ [V —da* —dy* — de* + *df} 0.

Denn es besagt diese G]eiéhung‘ nichts anderes, als daB sich der
materielle Punkt geradlinig und gleichférmig bewegt. Es ist dies die
Bewegungsgleichung in Form des Hamiltonschen Prinzipes; denn wir
konnen auch setzen ‘

(1a) of fHAt} =0,
wobei s
Her+=mm

1) Die Abnahme der triigen Masse, die der abgegebenen Energie ¥ entspricht,

ist bekanntlich f wenn mit ¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet wird.

2

2) Vgl. auch § 7 dieser Arbeit.
3) Vgl. M. Planck, Verh. d. deutsch. phys. Ges. 1906. S. 136.



Bewegungsgleichung des Punktes ;)

gesetzt ist, falls m die Ruhemasse des materiellen Punktes bedeutet.
Hieraus ergeben sich in bekannter Weise Impuls J,, J,, J, und Ener-
gie I/ des bewegten Punktes:

0H &

(2) Jx=m§2=mﬁ_2_ij;;etc
e N et e
E= 67£+Tyy+ﬁz_ﬂ_mycz_qz

Diese Darstellungsweise unterscheidet sich von der iiblichen nur
dadurch, daB in letzterer J,, J,, J, und E noch einen Faktor ¢ auf-
weisen. Da aber ¢ in der gewdhnlichen Relativititstheorie konstant ist,
so ist das hier gegebene System dem gewdhnlich gegebenen fquivalent.
Der einzige Unterschied ist der, daB J und E andere Dimensionen be-
sitzen als in der {iblichen Darstellungsweise.

In fritheren Arbeiten habe ich gezeigt, daB die Aquivalenzhypothese
zu der Folgerung fiihrt, daB in einem statischen Gravitationsfelde die
Lichtgeschwindigkeit ¢ vom Gravitationspotential abhiingt. Ich gelangte
so zu der Meinung, daB die gewdhnliche Relativitiitstheorie nur eine An-
niherung an die Wirklichkeit gebe; sie sollte in dem Grenzfalle gelten,
daB in dem betrachteten Raum-Zeitgebiete keine zu groBe Verschieden-
heiten des Gravitationspotentials auftreten. AuBerdem fand ich als Glei-
chungen der Bewegung eines Massenpunktes in einem statischen Gravi-
tationsfelde wieder die Gleichungen (1) bzw. (1a); es ist aber dabei ¢
nicht als eine Konstante, sondern als eine Funktion der Raumkoordi-
naten aufzufassen, die ein MaB fiir das Gravitationspotential darstellt.
Aus (la) folgen in bekannter Weise die Bewegungsgleichungen

de
(3) L8 il i
| A=

Man sieht, daB die BewegungsgriBe durch den nimlichen Ausdruck
dargestellt wird wie oben. Uberhaupt gelten fiir dep im statischen
Schwerefelde bewegten materiellen Punkt die Gleichungen (2). Die
rechte Seite von (3) stellt die vom Gravitationsfelde auf den Massen-
punkt ausgeiibte Kraft &, dar. Fiir den Spezialfall der Ruhe (g=0) ist

N eaa
z oz
Hieraus erkennt man, daB ¢ die Rolle des Gravitationspotentials spielt.
Aus (2) folgt fiir einen langsam bewegten Punkt

mx
z C’

4)

(I

maq®

E—me=2*"%
c

1



(e Das allgemeine Schwerefeld

Bei gegebener Geschwindigkeit sind also Impuls und kinetische
Energie der GroBe ¢ umgekehrt proportional; anders ausgedriickt: Die
triige Masse, so wie sie in Impuls und Energie eingeht, ist %, wobei
m eine fiir den Massenpunkt charakteristische, vom Gravitationspotential
unabhingige Konstante bedeutet. Es paBt dies zu Machs kithnem Ge-
danken, daB die Trigheit in einer Wechselwirkung des betrachteten
Massenpunktes mit allen iibrigen ihren Ursprung habe; denn hiufen
wir Massen in der Nihe des betrachteten Massenpunktes an, so ver-
kleinern wir damit das Gravitationspotential ¢, erhghen also die fiir die
Trigheit maBgebende GriBe %

§ 2. Gleichungen fiir die Bewegung des materiellen Punktes im
beliebigen Schwerefeld. Charakterisierung des letazteren.

Mit der Einfihrung einer raumlichen Verinderlichkeit der GriBe ¢
haben wir den Rahmen der gegenwirtig als ,Relativititstheorie“ be-
zeichneten Theorie durchbrochen; denn es verhilt sich nun der mit ds
bezeichnete Ausdruck orthogo nalenlinearen Transformationen der Koor-
dinaten gegeniiber nicht mehr als Invariante. Soll also — woran nicht
zu zweifeln ist — das Relativititsprinzip aufrecht erhalten werden, so
miissen wir die Relativititstheorie derart verallgemeinern, daB sie die
im vorigen in ihren Elementen angedeutete Theorie des statischen
Schwerefeldes als Spezialfall enthilt.

Fiihren wir ein neues Raum-Zeitsystem K' (2,2, ¢) ein durch irgend
eine Substitution IR

o = (,9,21)

y’ e y, (.’l}, Y, % t)

d=7 (2,921

' =108(2921),
und war das Schwerefeld im urspriinglichen System K ein statisches, so geht
bei dieser Substitution die Glleichung (1) in eine Gleichung von der Form

4 [ds't =0
iiber, wobei {'[ S}

aAs't=g,da"? + gy dy® + ... + 2g,dz’dy +...
gesetzt ist, und die GroBen g,, Funktionen von o/, y/, 2, ¢’ sind. Setzen
Wir @y, %y, &, , statt 2, 4, #/, ¢ und schreiben wir wieder ds statt ds’,
so erhalten die Bewegungsgleichungen des materiellen Punktes in bezug

auf K’ die Gestalt :
() {fds} =0, wobei

1// 5
( ) ds® = 2 g‘u v d‘r,u dxt

uv



Das allgemeine Schwerefeld 1

Wir gelangen so zu der Auffassung, dafl im allgemeinen Falle
das Gravitationsfeld durch zehn Raum-Zeit-Funktionen
I G2 915 J1s
Jo1 Yoz G2z Jas
o1 Yss Jss s
Ju Y2 9z YGuu

charakterisiert ist, welche sich im Falle der gewGhnlichen Relativi-

(9uv=9v)

téatstheorie auf L
0—1 0 O
0.0 — 17850
0= 00 +¢

reduzieren, wobei ¢ eine Konstante bedeutet. Dieselbe Art der Dege-
neration zeigt sich bei dem statischen Schwerefelde der vorhin betrach-
teten Art, nur daB bei diesem g, = ¢? eine Funktion von z;, z,, z; ist.
Die Hamiltonsche Funktion H hat daher im allgemeinen Fall
den Wert
d o L E S e
(5) H=—ma—‘: =—mV g, + 4 +29,0 8, 2+ ++ 29,5+ + +u-
Die zugehorigen Lagrangeschen Gleichungen
d (aH) oH _ 0

(6) : dt\73) ~ 7=
ergeben sofort den Ausdruck tiir den Impuls J des Punktes und fiir
die vom Schwerefelde auf ihn ausgeiibte Kraft &:

(7) L-——-—mg” &, +gu“.3;j'gls"i’s + 914 =_m9ud1x+gudx2;;glsdxs —f—g“dx,’

dat

a‘q‘”dzldx,,
P 90y, dx, dzx

e gy SR s NOY0 Yy, A G
® & i ds- dt K ox, ds  dt

uv

Ferner ergibt sich fiir die Energie £ des Punktes
OH dz, d dax, da,

) —E=——(x 3'¢'+'+')+H=-m (941 a5 T9s 7%‘1'943 d—a;-}-g“—d%) :

Im Falle der gewdhnlichen Relativititstheorie sind nur lineare or-
thogonale Substitutionen zulissig. Es wird sich zeigen, daB wir fiir die
Einwirkung des Schwerefeldes auf die materiellen Vorgiinge Gleichun-
gen aufzustellen vermogen, die beliebigen Substitutionen gegeniiber sich
kovariant verhalten.



8 - ; Physik. Bedeutung der Raum-Zeit-Koordination

Zunéchst kénnen wir aus der Bedeutung, welche ds im Bewegungs-
gesetz des materiellen Punktes spielt, den SchluB ziehen, daB ds eine
absolute Invariante (Skalar) sein muB; hieraus ergibt sich, daB die
GroBen g,, einen kovarianten Tensor zweiten Ranges bilden?), den
wir als den kovarianten Fundamentaltensor bezeichnen. Dieser bestimmt
das Schwerefeld. Is ergibt sich ferner aus (7) und (9), daB Impuls und
Energie des materiellen Punktes zusammen einen kovarianten Tensor
ersten Ranges, d. h. einen kovarianten Vektor bilden.?)

§ 3. Bedeutung des Fundamentaltensors der g,, fiir die Messung von
Raum und Zeit.

Aus dem Fritheren kann man schon entnehmen, daB zwischen den
Raum-Zeit-Koordinaten z,, a,, #;, #, und den mittelst MaBstiben und
Uhren zu erhaltenden MeBergebnissen keine so einfachen Beziehungen
bestehen konnen, wie in der alten Relativititstheorie. Es ergab sich
dies beziiglich der Zeit schon beim statischen Schwerefelde.?) Es erhebt
sich deshalb die Frage nach der physikalischen Bedeutung (prinzipiellen
MeBbarkeit) der Koordinaten z,, 2,, @, w,.

Hierzu bemerken wir, daB ds als invariantes MaB fiir den Abstand
zweier unendlich benachbarter Raumzeitpunkte aufzufassen ist. Es muB
daher ds auch eine vom gewiihlten Bezugssystem unabhingige physi-
kalische Bedeutung zukommen. Wir nehmen an, ds sei der ,natiirlich
gemessene“ Abstand beider Raumzeitpunkte und wollen darunter fol-
gendes verstehen.

Die unmittelbare Nachbarschaft des Punktes (z,, x,, 2,, #,) wird be-
ziiglich des Koordinatensystems durch die infinitesimalen Variabeln dz,,
dx,, dxg, dz, bestimmt. Wir denken uns statt dieser durch eine lineare
Transformation neue Variable df,, d§,, d, df, eingefiihrt, derart, daB

ds'= d8 + dg + dg — dE

wird Bei dieser Transformation sind die 9., als Konstanten zu be-
trachten; der reelle Kegel ds?= 0 erscheint auf seine Hauptachsen be-
zogen. In diesem elementaren d&-System gilt dann die gewdhnliche
Relativitatstheorie, und es sei in diesem System die physikalische Be-
deutung von Léngen und Zeiten dieselbe wie in der gewdhnlichen Re-
lativitdtstheorie, d. h. ds? ist das Quadrat des vierdimensionalen Abstan-
des beider unendlich benachbarter Raumzeitpunkte, gemessen mittelst
eines im d&-System nicht beschleunigten starren Korpers und mittelst
relativ zu diesem ruhend angeordneter EinheitsmaBstibe und Uhren.

1) Vgl. II. Teil, § 1. 2) Vgl. II. Teil, § 1.
3) Vgl. z. B. A. Einstein, Ann. d. Phys. 4. 85. S. 903ff,



Kontinuierlich verteilte Massen 9

Man sieht hieraus, daB bei gegebenen dz,, da,, dz,, dz, der zu
diesen Differentialen gehorige natiirliche Abstand nur dann ermittelt
werden kann, wenn die das Gravitationsfeld bestimmenden GréBen [
bekannt sind. Man kann dies auch so ausdriicken: Das Grav1tat10nsfeld
beeinfluft die MeBkorper und Uhren in bestimmter Weise.

Aus der Fundamentalgleichung

=§g#,dxﬂdx,,
sieht man, daB es zur Festlegung der physikalischen Dimension der
GroBen g, und z, noch einer Festsetzung bedarf. Der GroBe ds kommt
die Dimension einer Linge zu. Wir wollen die z, ebenfalls als Lingen
ansehen (auch z,), den GroBen g, also keine physikalische Dimension
zuschreiben.

§ 4. Bewegung kontinuierlich verteilter inkohérenter Massen im
beliebigen Schwerefeld.

Zur Ableitung des Bewegungsgesetzes kontinuierlich verteilter in-
kohirenter Massen berechnen wir Impuls und ponderomotorische Kraft
pro Volumeneinheit und wenden hierauf den Impulssatz an.

Dazu haben wir zunichst das dreidimensionale Volumen V unseres
Massenpunktes zu berechnen. Wir betrachten ein unendlich kleines (vier-
dimensionales) Stiick des Raumzeitfadens unseres materlellen Punktes.

Sein Volumen ist
ffff da,dzydzydw, = Vdt.

Fithren wir statt der dz die natiirlichen Differentiale d& ein, wo-
bei der MeBkérper als gegen den materiellen Punkt ruhend angenom-
men wird, so haben wir

S agaz,az, - v,

zu setzen, d. h. gleich dem ,Ruhvolumen“ des materiellen Punktes.
Ferner haben wir
' f dEi=rds)

wo ds dieselbe Bedeutung hat wie oben.
Sind die d2 mit den d verbunden durch die Substltutlon

dz, = ;a” +3Eq,

so hat man

o(d 1y A2, d 2) dxy,d
S fontenm [ttt v,
oder

Vdt =Vids - | ¢y, .



10 Impuls-Energie-Satz

Da aber
1=y, dz,dz, =‘2;ylu,ot#9dmd59d§a= dgd + dE 4 dE2 — dE
uv uvg

ist, so besteht zwischen der Determinante

9=19u!
d. h. der Diskriminante der quadratischen Differentialform ds® und- der
Substitutionsdeterminante |e,,| die Beziehung
g- (| “("f|)2= i 1;

\"‘90]: .

V=g
Man erhilt also fiir  die Beziehung
Vit = V,ds - ——.
==l

Hieraus ergibt sich mit Hilfe von (7), (8) und (9), wenn man ;;L
0

durch g, ersetzt
dz, dz,

= —gV—9- 29” ds’-— =,

Rz 09,, dz, dux,
i 2901/_9 ow, s ds
uv
Wir bemerken, daB

ein kontravarianter Tensor zweiten Ranges beziiglich beliebiger Sub-
stitutionen ist. Man vermutet aus dem Vorhergehenden, daB der Impuls-
Energiesatz die Form haben wird:

Sl aguv
D e R e R s SR
uv

uv

Die ersten drei dieser Gleichungen (6 =1, 2,3) driicken den Im-
pulssatz, die letzte (¢ = 4) den Energiesatz aus. Es erweist sich in der
Tat, daB diese Gleichungen beliebigen Substitutionen gegeniiber ko-
variant sind.') Ferner lassen sich die Bewegungsgleichungen des mate-
riellen Punktes, von denen wir ausgegangen sind, aus diesen Gleichungen
durch Integration iiber den Stromfaden wieder ableiten.

1) Vgl. IL Teil, § 4, Nr. 1.



Spannungs-Energie-Tensor des materiellen Vorganges 11

Den Tensor ®,, nennen wir den (kontravarianten) Spannungs-
Energietensor der materiellen Stromung. Der Gleichung (10)
schreiben wir einen Giiltigkeitsbereich zu, der iiber den speziellen Fall
der Strémung inkohirenter Massen weit hinausgeht. Die Gleichung
stellt allgemein die Energiebilanz zwischen dem Gravitationsfelde und
einem beliebigen materiellen Vorgang dar; nur ist fiir @,, der dem je-
weilen betrachteten materiellen System entsprechende Spannungs-Energie-
tensor einzusetzen. Die erste Summe in der Gleichung enthilt die &rt-
lichen Ableitungen der Spannungen bzw. Energiestromdichte und die
zeitlichen Ableitungen der Impuls- bzw. Energiedichte; die zweite Summe
ist ein Ausdruck fiir die Wirkungen, welche vom Schwerefelde auf den
materiellen Vorgang iibertragen werden.

§ 5. Die Differentialgleichungen des Gravitationsfeldes.

Nachdem wir die Impuls-Energiegleichung fiir die materiellen Vor-
ginge (mechanische, elektrische und andere Vorgiinge) mit bezug auf
das Gravitationsfeld aufgestellt haben, bleibt uns noch folgende Auf-
gabe. Es sei der Tensor ©,, fiir den materiellen Vorgang gegeben.
Welches sind die Differentialgleichungen, welche die GriBen g,;, d. h.
das Schwerefeld zu bestimmen gestatten? Wir suchen mit anderen
Worten die Verallgemeinerung der Poissonschen Gleichung

Ap = 4xnko.

Zur Losung dieser Aufgabe haben wir keine so vollkommen zwang-
liufige Methode gefunden, wie fiir die Losung des vorhin behandelten
Problems. Es war nétig, einige Annahmen einzufiihren, deren Richtig-
keit zwar plausibel erscheint, aber doch nicht evident ist.

Die gesuchte Verallgemeinerung wird wohl von der Form sein

(11) %0, =T

uv)

wo x eine Konstante, I',, ein kontravarianter Tensor zweiten Ranges
ist, der durch Differentialoperationen aus dem Fundamentaltensor Y
hervorgeht. Dem Newton-Poissonschen Gesetz entsprechend wird
man geneigt sein zu fordern, daB diese Gleichungen (11) zweiter Ord-
nung sein sollen. Ks muf aber hervorgehoben werden, daB es sich als
unmoglich erweist, unter dieser Voraussetzung einen Differentialausdruck
I’,, zu finden, der eine Verallgemeinerung von A¢ ist, und sich be-
liebigen Transformationen gegeniiber als Tensor erweist.) A priori
kann allerdings nicht in Abrede gestellt werden, daB die endgiiltigen,
genauen Gleichungen der Gravitation von hiherer als zweiter Ordnung
sein konnten. KEs besteht daher immer noch die Moglichkeit, daB die

1) Vgl IL Teil, § 4, Nr. 2.



12 Ableitung der Gravitations-Gleichungen

vollkommen exakten Differentialgleichungen der Gravitation beliebigen
Substitutionen gegeniiber kovariant sein konnten. Der Versuch einer
Diskussion derartiger Moglichkeiten wire aber bei dem gegenwértigen
Stande unserer Kenntnis der physikalischen Higenschaften des Gravi-
tationsfeldes verfriiht. Deshalb ist fiir uns die Beschrinkung auf die
zweite Ordnung geboten und wir miissen daher darauf verzichten, Gravi-
tationsgleichungen aufzustellen, die sich beliebigen Transformationen
gegeniiber als kovariant erweisen. s ist iibrigens hervorzuheben, daf
wir keinerlei Anhaltspunkte fiir eine allgemeine Kovarianz der Gravi-
tationsgleichungen haben.')

Der Laplacesche Skalar 4¢ ergibt sich aus dem Skalar ¢, indem
man von diesem die Erweiterung (den Gradienten), und dann von
diesem den inneren Operator (die Divergenz) bildet. Beide Operationen
kann man derart verallgemeinern, daf sie an jedem Tensor von beliebig
hohem Rang ausgefiihrt werden konnen, und zwar unter Zulassung
beliebiger Substitutionen der Grundvariabeln.?) Aber es degenerieren
diese Operationen, wenn sie an dem Fundamentaltensor g, ausgefiihrt
werden.®) Es scheint daraus hervorzugehen, daB die gesuchten Glei-
chungen nur beziiglich einer gewissen Gruppe von Transformationen
kovariant sein werden, welche Gruppe uns aber vorliufig unbekannt ist.

Bei dieser Sachlage erscheint es mit Riicksicht auf die alte Rela-
tivitdtstHeorie natiirlich, anzunehmen, daB in der gesuchten Trans-
formationsgruppe die linearen Transformationen enthalten
seien. Wir fordern also, daB I',, ein Tensor beziiglich beliebiger
linearer Transformationen sein soll.

Man beweist nun leicht (durch Ausfiithrung der Transformation)
die folgenden Sitze:

1. Ist @,4...; ein kontravarianter Tensor vom Range n beziiglich
linearer Transformationen, so ist

ein kontravarianter Tensor vom Range n + 1 beziiglich linearer Trans-
formationen (Erweiterung).*)

2. Ist @uﬂ--- , ein kontravarianter Tensor vom Range n beziiglich
linearer Transformationen, so ist

‘1) Vgl. hierzu noch die am Anfange des § 6 gegebenen Uberlegungen.
2) II. Teil, § 2. 3) Vgl. die Anm. auf S. 28 im I Teil, § 2.
4) i ist der zu ) reziproke kontravariante Tensor (II. Teil, § 1).
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ein kontravarianter Tensor vom Range m — 1 beziiglich linearer Trans-
formationen (Divergenz).

Fiihrt man an einem Tensor der Reihe nach diese beiden Opera-
tionen aus, so erhilt man einen Tensor, der wiederum vom gleichen
Range ist, wie der urspriingliche (Operation 4, an einem Tensor vor-
genommen). Fiir den Fundamental-Tensor p,, erhidlt man

0%y
® - D)

DaB dieser Operator mit dem Laplaceschen Operator verwandt
ist, erkennt man ferner durch folgende Betrachtung. In der Relativi-
titstheorie (Fehlen des Gravitationsfeldes), wire zu setzen

Ju=9n=9s=—1, gu=72, _!]M=O,- fiir p 4 v;

also .
V="V ="V =—1, His= x> 7"“=0, fir p+v.

Ist ein Gravitationsfeld vorhanden, welches geniigend schwach ist,
d. h. unterscheiden sich die g,, und ,, von den soeben angegebenen
Werten nur unendlich wenig, so erhilt man an Stelle des Ausdruckes
(a) unter Vernachlissigung der Glieder vom zweiten Grade
: T e e PR W

latovar T o @ o)

Ist das Feld ein statisches und nur g,, variabel, so kommen wir
also auf den Fall der Newtonschen Gravitationstheorie, falls wir den
gebildeten Ausdruck bis auf eine Konstante fiir die GroBe I',, setzen.

Man konnte demnach denken, es miisse der Ausdruck (a) bis auf
einen konstanten Faktor bereits die gesuchte Verallgemeinerung von
A sein. Dies wire aber ein Irrtum; denn es konnten neben jenem
Ausdruck noch solche Terme in einer derartigen Verallgemeinerung
auftreten, die selbst Tensoren sind und bei Durchfithrung der eben an-
gefiihrten Vernachlissigungen verschwinden. Es tritt dies immer dann
ein, wenn zwei erste Ableitungen der g,, bzw. p,, miteinander multi-
pliziert erscheinen. So ist z. B.

aga[g - a)’a/g
oz, Oz,

=
ap

ein kovarianter Tensor zweiten Ranges (gegeniiber linearen Transfor-
mationen); derselbe wird unendlich klein zweiter Ordnung, wenn die
Grofen g,, und p,; von Konstanten nur um Unendlich-Kleine erster
Ordnung abweichen. Wir miissen daher zulassen, daB in I',, neben (a)
noch andere Terme auftreten, die vorliufig nur die Bedingung erfiillen
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miissen, daB sie zusammen linearen Transformationen gegeniiber Tensor-
charakter besitzen miissen.

Zur Auffindung dieser Terme dient uns der Impulsenergiesatz.
Damit die benutzte Methode klar hervortrete, will ich sie zunichst an
einem allgemein bekannten Beispiel anwenden

In der Elektrostatik ist o 73 g die »* Komponente des pro
Volumeneinheit auf die Materie ubertragenen Impulses, falls ¢ das elek-
trostatische Potential, ¢ die elektrische Dichte bedeutet. Es ist eine
Differentialgleichung fiir ¢ gesucht, derart, daB der Impulssatz stets
erfillt ist. Hs ist wohlbekannt, daB die Gleichung

S

die Aufgabe 16st. DaB der Impulssatz erfiillt ist, geht hervor aus der
Identitét

8 0 0 0 0

’’’’ (aa: aa:) o D€, A1 ('I'Z(a'f ) ) 'a': axz’ (‘ ok ’a:; '9)'

Wenn also der Impulssatz erfiillt ist, muB fur jedes v eine iden-
tische Gleichung von folgendem Bau existieren: Auf der rechten Seite
steht — é’ multipliziert mit der linken Seite der Differentialgleichung, auf
der linken Seite der Identitit steht eine Summe von Differentialquotienten.

Wire die Differentialgleichung fiir ¢ noch nicht bekannt, so lieBe
sich das Problem von deren Auffindung auf dasjenige der Auffindung jener
identischen Gleichung zuriickfiihren. Es ist nun fiir uns die Erkenntnis
wesentlich, daB jene Identitdt sich ableiten 1iBt, wenn einer der in
ihr auftretenden Terme bekannt ist. Man hat nichts weiteres zu
tun, als die Regel von der Differentiation eines Produktes in den Formen

( ”)ﬁéx”‘kax

und av
“éx ax,( v)

wiederholt anzuwenden und schlieBlich d1e Gheder, welche Differential-
quotienten sind, auf die linke Seite, die iibrigen auf die rechte Seite
zu stellen. Geht man z B. von dem ersten Glied der obigen Identitit
aus, so erhdlt man der Reihe nach

2@‘5&# (Z: aa‘}) —, a(p a' +2 ax ox'
28002 * 3:0 2(2:;) }’
e

woraus durch Anordnen die obige Identltat hervorgeht.
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Wir wenden uns nun unserem Problem wieder zu. Aus Gleichung

(10) geht hervor, daB

e ag;n
9 EV—_ ;“7 (60=1,2,3,4)

der pro Volumeneinheit a.uf die Materie vom Gravitationsfeld iiber-
tragene Impuls (bzw. Energie) ist. Damit der Energie-Impulssatz er-
fiillt sei, miissen die Differentialausdriicke I',, der FundamentalgroBen
Vu»y Welche in die Gravitationsgleichungen

. 1

uy

eingehen, so gewiihlt werden, daB

29 v
2,‘21/( s ,“ I:uv

uw

sich derart umformen liBt, daB er als Summe von Differentialquotienten
erscheint. Es ist andererseits bekannt, daB in dem fiir I',, zu suchen-
den Ausdruck der Term () erscheint. Die gesuchte identische Gleichung
ist also von folgender Gestalt:

Summe von Differentialquotienten

43V e 3 )

+ weitere Glieder, die bei Bildung der ersten Anniherung wegfallen. }

Hierdurch ist die gesuchte Identitiit eindeutig bestimmt; bildet man
sie nach dem angedeuteten Verfahren'), so erhilt man:

0 % 37,9 99,(,)
267“(1/—9 Yap ax' 0% __ 23:& (V 9 7"”’ ?}m 8:)5 )

efzy
gac ag,uv T luj Uy'uz 3779
=2V_ : {21/ g or, (}’"‘ﬂl i 8:1: ) 27”%9 . 0%5
ur afTo
a9 097 0g,,07
1 et 1t et D it gt gt )
apfro apto

Der in der geschweiften Klammer der rechten Seite stehende Aus-
druck I',, ist demnach der von uns gesuchte Tensor, der in die Gravi-
tationsgleich
ationsgleichungen %8, =1,

eintritt. Um diese Gleichungen besser iiberblicken zu konnen, fithren
wir folgende Abkiirzungen ein:

09, 07 09,0 07
(13) —2% '3';41 *2(?(1/17{?7 =€, 6—-’:; g l}’,u?/a»} a;g a;f>

aBto

1) Vgl = Peil ~§:4. Nr. 3.
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9., sei als ,kontravarianter Spannungs-Energietensor des
Gravitationsfeldes® bezeichnet. Den zu ihm reziproken kovarianten
Tensor bezeichnen wir mit £,,; es ist also

09, 07 097, 07

(14) ‘—29¢'t‘uv=2<a;g a‘;g“ 2guv}’ab’a;< 0;Q>

apzo 2

Ebenfalls zur Abkiirzung fiihren wir folgende Bezeichnungen ein

fiir Differentialoperationen, ausgefiihrt an den Fundamentaltensoren
y bzw. g:

1 a ¢ . yﬁll’ ay{ll‘l ay VU
(15) 4,,@) =§ Ve 92, (esV=9- 8.70,,) Z Vagdeo 5a, bu, "

apgto

bzw.

agll‘!ag”l
(16) D,uv(g) 21/ Ry ax <7a[iV 9 ax > 2}}“(?7’9 01‘ 3&%

a()‘tg
Jeder dieser Operatoren liefert wieder einen Tensor der gleichen
Art (beziigl. linearer Transformationen).
Bei Verwendung dieser Abkiirzungen nimmt die Identitdt (12) die
Form an:

(12a)23—xy{1/—_g-ga,um9 ==—2V— g’"[ 4;n(7)+m9m};

oder auch

(12b)23x {V d Py xtua} 21/— ay“{—D‘w(g)—th}-

Schreiben wir die Erhaltungsgleichung (10) der Materie und die
Erhaltungsgleichung (12a) fiir das Gravitationsfeld in der Form

3 3 T ag v
(10) ZaTv(V_g‘gﬂ,‘l'@/t'A')_%ZV_g. 8;,'@m=0
uv v
0 Er A g0
Sy (V—y-gay-% ) S

wv

(12¢)

uv

so erkennt man, dal der Spannungs-Energie-Tensor #,, des Gravitations-
feldes in den Erhaltungssatz fiir das Gravitationsfeld genau ebenso ein-
tritt, wie der Tensor @,, des materiellen Vorganges in den Erhaltungs-
satz fiir diesen Vorgang, ein bemerkenswerter Umstand bei der Ver-

schiedenheit der Ableitungen beider Sitze.
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Aus der Gleichung (12a) folgt als Ausdruck fiir den Differential-
tensor, der in die Gravitationsgleichungen eingeht

(17) 1-'/41':4/47(7) = "&yv'
Die Gravitationsgleichungen (11) lauten also
(18) 4,,(7) =%(0,, + 9,,).

 Diese Gleichungen erfiillen eine Forderung, die unseres Erachtens
an eine Relativititstheorie der Gravitation notwendig gestellt werden
muB; sie zeigen nimlich, daB der Tensor &,, des Gravitationsfeldes in
gleicher Weise felderregend auftritt, wie der Tensor @,, der materiellen
Vorginge. Eine Ausnahmestellung der Gravitationsenergie gegeniiber
allen anderen Energiearten wiirde ja zu unhaltbaren Konsequenzen fiihren.
Durch Addition der Gleichungen (10) und (12a) findet man mit

Riicksicht auf die Gleichung (18)
0 1 T .
(19) im:{ _g'go'p(@‘uv_r ﬂ;w)}=0' (6=12354

uv

Hieraus ersieht man, daB fiir Materie und Gravitations-
feld zusammen die Erhaltungssitze gelten.

Bei der bisher gegebenen Darstellung haben wir die kontravarianten
Tensoren bevorzugt, weil sich der kontravariante Spannungsenergie-
tensor der Strémung inkohirenter Massen in besonders einfacher Weise
ausdriicken lift. Indessen konnen wir die gewonnenen Fundamental-
beziehungen ebenso einfach unter Benutzung kovarianter Tensoren aus-

driicken. Statt 6, haben wir dann 7, = %' 909,30, als Spannungs-

Energietensor des materiellen Vorganges “zugrunde zu legen. Statt
Gleichung (10) erhalten wir durch gliedweise Umformung

h — 0 v
(20) 25%(1/—9'7#71’#0)_'_’?21/_9 87.’; 'Tuy=o
v uv g

Aus dieser Gleichung und (16) folgt, daB die Gleichungen des Gravi-
tationsfeldes auch in der Form

(21) T 'Dyv(g> = x(t,uv T Tyv)

geschrieben werden konnen, welche Gleichungen auch direkt aus (18)
abgeleitet werden konnen. Analog (19) besteht die Beziehung

(22) 2 V=910 Ts + 1)) = 0.

§ 6. EinfluB des Gravitationsfeldes auf physikalische Vorgénge, speziell
auf die elektromagnetischen Vorginge.

Weil bei jeglichem physikalischen Vorgang Impuls und Energie
eine Rolle spielen, diese letzteren aber ihrerseits das Gravitationsfeld

Einstein-GroB8mann: Relativititstheorie und Gravitation 2
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bestimmen und von ihm beeinfluBt werden, miissen die das Schwerefeld
bestimmenden GroBen g,, in allen physikalischen Gleichungssystemen
auftreten. So haben wir gesehen, daf die Bewegung des materiellen
Punktes durch die Gleichung

o({[ds) =0

v Jpts
ds* =3y, dv, dz,.
uv

bestimmt ist, wobei

ds ist eine Invariante beliebigen Substitutionen gegeniiber. Die ge-
suchten (leichungen, welche den Ablauf irgend eines physikalischen
Vorganges bestimmen, miissen nun so gebaut sein, daB die Invarianz
von ds die Kovarianz des betreffenden Gleichungssystems zur Folge hat.

Bei der Verfolgung dieser allgemeinen Aufgaben stofen wir aber
zunichst auf eine prinzipielle Schwierigkeit. Wir wissen nicht, beziig-
lich welcher Gruppe von Transformationen die gesuchten Gleichungen kova-
riant sein miissen. Am natiirlichsten erscheint es zunéchst, zu verlangen, dal
die Gleichungssysteme beliebigen Transformationen gegeniiber kova-
riant sein sollen. Dem steht aber entgegen, daB die von uns aufgestellten
Gleichungen des Gravitationsfeldes diese Eigenschaft nicht besitzen. Wir
haben fiir die Gravitationsgleichungen nur beweisen konnen, daB sie
beliebigen linearen Transformationen gegeniiber kovariant sind; wir
wissen aber nicht, ob es eine allgemeine Transformationsgruppe gibt,
der gegeniiber die Gleichungen kovariant sind. Die Frage nach der
Existenz einer derartigen Gruppe fiir das Gleichungssystem (18) bzw. (21)
ist die wichtigste, welche sich an die hier gegebenen Ausfiihrungen an-
kniipft. Jedenfalls sind wir bei dem gegenwirtigen Stande der Theorie
nicht berechtigt, die Kovarianz physikalischer Gleichungen beliebigen
Substitutionen gegeniiber zu fordern.

Anderseits aber haben wir gesehen, daB sich eine Energie-Impuls-
Bilanzgleichung fiir materielle Vorginge hat aufstellen lassen (§ 4, Glei-
chung 10), welche beliebige Transformationen gestattet. Es scheint des-
halb doch natiirlich, wenn wir voraussetzen, daB alle physikalischen
Gleichungssysteme mit AusschluB der Gravitationsgleichungen so zu for-
mulieren sind, daB sie beliebigen Substitutionen gegeniiber kovariant sind.
Die diesbeziigliche Ausnahmestellung der Gravitationsgleichungen ge-
geniiber allen anderen Systemen hiéngt nach meiner Meinung damit zu-
sammen, daB nur erstere zweite Ableitungen der Komponenten des Fun-
damentaltensors enthalten diirften.

Die Aufstellung derartiger Gleichungssysteme erfordert die Hilfs-
mittel der verallgemeinerten Vektoranalysis, wie sie im IIL Teil darge-
stellt ist.
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Wir beschrinksn uns hier daranf, anzugeben, wie man auf diesem
Wege die elektromagnetischen Feldgleichungen fiir das Vakuum ge-
winnt.!) Wir gehen davon aus, daB die elektrische Ladung als etwas
unverdnderliches anzusehen ist. Ein unendlich kleiner, beliehig bewegter
Korper habe die Ladung ¢ und fiir einen mithewegten K6rper das Vo-

lumen d ¥, (Ruhvolumen). Wir definieren dLVD = g, als die wahre

Dichte der Elektrizitdt; diese ist ihrer Definition nach ein Skalar. Es

ist daher dins

Qo T (r=123,4)

ein konfrgvarianter Vierervektor, den wir umformen, indem wir die
Dichte ¢ der Elektrizitat, aufs Koordinatensystem bezogen, durch die
Glelchuﬂg Qod Vo 2 ng
definieren. Unter Benutzung der Gleichung

AVyds =Y —g-dV-dt

des § 4 erhilt man
dx, S dxy

Qg5 =17‘j!}97;,

d. h. den kontravarianten Vektor der elektrischen Strémung.

Das elektromagnetische Feld fithren wir zuriick auf einen speziellen,
kontravarianten Tensor zweiten Ranges ¢,, (einen Sechservektor) und
bilden den ,dualen” kontravarianten Tensor zweiten Ranges (p:“, nach

der Methode, die im II. Teil, § 3, auseinandergesetzt ist (Formel 42).
Die Divergenz eines speziellen kontravarianten Tensors zweiten Ranges
ist nach Formel 40 des II. Teiles, § 3

a9 9.0

Als Verallgemeinerung der Maxwell-Lorentzschen Feldgleichun-
gen setzen wir die Gleichungen an

b 251%(1/_‘9 : q’;u) 9 dwt“ ’ (dt=daz,)
(24) 2 (V_ 99,”) s ) .

deren Kovarianz demmnach evident ist. Setzen wir

V=9 9=, V—9 @5= '@y’ V 9 Pa=9;
l’_g“}"14=_@z; l’—g"P24=’—@y; ng“}’:u:_@z’

1) Vgl. hierzu auch die auf 8. 23 zitierte Abhandlung von Kottler, § 3.
2*
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und dx#

so nimmt das Gleichungssystem (23) in ausfiibrlicher Schreibweise die
Form an

0 [
__@‘5 a -‘/ _|_ o’
welche Gleichungen bis auf d1e Wahl der Einheiten mit dem ersten
Maxwellschen System iibereinstimmen. Fiir die Bildung des zweiten
Systems ist zuniichst zu beachten, daB zu den Komponenten

@z? 'by} @u T @x; -2 @y) e @;
von el e 7

die Komponenten
= @ v ol @z’ @z? 'by} @

der Ergénzung f,, gehdren (II Teil, § 3, Formeln 41a). Fiir den
Fall des Fehlens des Grav1tat10nsfeldes erglbt sich hieraus das zweite
System, d. h. Gleichung (24) in der Form

a@, a@y $9%, =
g o el

Damit ist erwiesen, daB die aufgestellten Gleichungen wirklich eine
Verallgemeinerung derjenigen der gewdhnlichen Relativititstheorie bilden.

§ 7. Kann das Gravitationsfeld auf einen Skalar zuriickgefiihrt werden?

Bei der unleugharen Kompliziertheit der hier vertretenen Theorie
der Gravitation miissen wir uns ernstlich fragen, ob nicht die bisher
ausschlieBlich vertretene Auffassung, nach welcher das Gravitationsfeld
auf einen Skalar @ zuriickgefithrt wird, die einzig naheliegende und be-
rechtigte sei. Ich will kurz darlegen, warum wir diese Frage verneinen
zu miissen glauben.

Es bietet sich bei Charakterisierung des Gravitationsfeldes durch
einen Skalar ein Weg dar, welcher dem im Vorhergehenden eingeschla-
genen ganz analog ist. Man setzt als Bewegungsgleichung des mate-
riellen Punktes in Hamiltonscher Form an

o {[dds} =0,
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wobei ds das vierdimensionale Linienelement der gewGhnlichen Rela-
tivitédtstheorie und @ ein Skalar ist, und geht dann ganz analog vor
wie im Vorhergehenden, ohne die gewdhnliche Relativititstheorie ver-
lassen zu miissen.

Auch hier ist der materielle Vorgang beliebiger Art durch einen
Spannungs-Energie-Tensor 7', charakterisiert. Aber es ist bei dieser
Auffassung ein Skalar maBgebend fiir die Wechselwirkung zwischen
Gravitationsfeld und materiellem Vorgang. Dieser Skalar kann, worauf
mich Herr Laue aufmerksam machte, nur

ZT,“M g
“

sein, den ich als den ,,La,uegchen Skalar“ bezeichnen will'). Dann
kann man dem Satz von der Aquivalenz der triigen und der schweren
Masse auch hier bis zu einem gewissen Grade gerecht werden. Herr
Laue wies mich ndmlich darauf hin, daf fiir ein abgeschlossenes System
JSPav = [T,dv

ist. Hieraus ersieht man, das fiir die Schwere eines abgeschlossenen
Systems auch nach dieser Auffassung seine Gresamtenergie maBgebend ist.

Die Schwere nicht abgeschlossener Systeme wiirde aber von den
orthogonalen Spannungen 7}, usw. abhiingen, denen das System unter-
worfen ist. Daraus entstehen Konsequenzen, die mir unannehmbar er-
scheinen, wie an dem Beispiel der Hohlraumstrahlung gezeigt werden soll.

Fiir die Strahlung im Vakuum verschwindet bekanntlich der Skalar
P. Ist die Strahlung in einem masselosen spiegelnden Kasten einge-
schlossen, so erfahren deren Winde Zugspannungen, die bewirken, daB

dem System, — als Ganzes genommen — eine schwere Masse f Pdr
zukommt, die der Energie E der Strahlung entspricht.
Statt nun aber die Strahlung in einen Hohlkasten einzuschlieBen,
denke ich mir dieselbe begrenzt
‘ fre S 1. durch die spiegelnden Winde eines festangeordneten
Schachtes S,
2. durch zwei vertikal verschiebbare spiegelnde Winde
W, und W,, welche durch einen Stab fest mitein-
ander verbunden sind.

In diesem Falle betrigt die schwere Masse f Pdx
L. des beweglichen Systems nur den dritten Teil des

Wertes, der bei einem als Ganzes beweglichen Kasten
auftritt. Man wiirde also zum Emporheben der Strah-

Wy

|
1
J

1) Vgl. I1. Teil, § 1, letzte Formel.
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lung entgegen einem Schwerefelde nur den dritten Teil der Arbeit auf-
wenden miissen als in dem vorhin betrachteten Falle, daB die Strahlung
in einem Kasten eingeschlossen ist. Dies erscheint mir unannehmbar.

Ich muB freilich zugeben, daB fiir mich das wirksamste Argument
dafiir, daB eine derartige Theorie zu verwerfen sei, auf der Uberzeugung
beruht, daB die Relativitit nicht nur orthogonalen linearen Substitutio-
nen gegeniiber besteht, sondern einer viel weiteren Substitutionsgruppe
gegeniiber. Aber wir sind schon deshalb nicht berechtigt, dieses Argu-
ment geltend zu machen, weil wir nicht imstande waren, die (allge-
meinste) Substitutionsgruppe ausfindig zu machen, welche zu unseren
Gravitationsgleichungen gehort.
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1L
Mathematischer Teil.

Von MARCEL GROSSMANN.

Die mathematischen Hilfsmittel fiir die Entwicklung der Vektor-
analysis eines Gravitationsfeldes, das durch die Invarianz des Linien-

elementes ds*= 3y, dx, dx,
uv

charakterisiert ist, gehen zuriick auf die funddmentale Abhandlung von
Christoffel) iiber die Transformation der quadratischen Differential-
formen. RicciundLevi-Civita?) haben, ausgehend von den Christoffel-
schen Resultaten, ihre Methoden der absoluten, d. h. vom Koordinaten-
system unabhingigen Differentialrechnung entwickelt, die gestatten, den
Differentialgleichungen der mathematischen Physik eine invariante Form.
zu geben. Da aber die Vektoranalysis des auf beliebige krummlinige
Koordinaten bezogenen euklidischen Raumes formal identisch ist mit
der Vektoranalysis einer beliebigen, durch ihr Linienelement gegebenen
Mannigfaltigkeit, so bietet es keine Schwierigkeiten, die vektoranalyti-
schen Begriffshildungen, wie sie in den letzten Jahren von Minkowski,
Sommerfeld, Laue u. a. fiir die Relativititstheorie entwickelt worden
sind, auszudehnen auf die vorstehende allgemeine Theorie von Einstein.

Die allgemeine Vektoranalysis, die man so erhilt, erweist sich
bei einiger Ubung als ebenso einfach zu handhaben, wie die spezielle
des drei- oder vierdimensionalen euklidischen Raumes; ja die groBere
Allgemeinheit ihrer Begriffsbildungen verleiht ihr eine Ubersichtlichkeit,
die dem Spezialfall hiufig genug abgeht.

Die Theorie der speziellen Tensoren (§ 3) ist in einer wihrend
des Entstehens dieser Arbeit erschienenen Abhandlung von Kottler?)

1) Christoffel, Uber die Transformation der homogenen Differentialaus-
driicke zweiten Grades, J. f. Math. 70 (1869), 8. 46.

2) Ricci et Levi-Civita, Méthodes de calcul différentiel absolu et leurs
applications, Math. Ann. 54 (1901), S. 125.

3) Kottler, Uber die Raumzeitlinien der Minkowskischen Welt, Wien. Ber.
121 (1912).
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vollstindig behandelt worden und zwar, was im allgemeinen Falle nicht
moglich ist, auf Grund der Theorie der Integralformen.

Da sich an die Gravitationstheorie von Einstein, insbesondere
aber ‘an das Problem der Differentialgleichungen des Gravitationsfeldes,
eingehendere mathematische Untersuchungen werden kniipfen miissen,
mag eine systematische Darstellung der allgemeinen Vektoranalysis am
Platze sein. Dabei habe ich mit Absicht geometrische Hilfsmittel bei-
seite gelassen, da sie meines Erachtens wenig zur Veranschaulichung
der Begriffsbildungen der Vektoranalysis beitragen.

§ 1. Allgemeine Tensoren.
Es sei

(1> dS2 =2.qluvdx[udx1’

uv

das Quadrat des Linienelementes, welches als invariantes MaB des Ab-
standes zweier unendlich-benachbarter Raum-Zeitpunkte betrachtet wird.
Die folgenden Entwicklungen sind, so weit keine andere Bemerkung
gemacht wird, von der Anzahl der Variabeln unabhingig; diese moge
mit n bezeichnet sein.

Bei einer Transformation

(2) B (a1 ) G=1,8...)

der Variabeln, oder einer Transformation

ami , 7
dxi = ﬁ dxk =2pikdxk
k k

’ aa):
ldxi= e dz, =2 7, AT,
3 %

ihrer Differentiale, transformieren sich die Koeffizienten des Linien-
elementes gemi der Formeln

(4) g;, e Zp,urpi':gyv’
L

®3)

Es sei ¢ die Diskriminante der Differentialform (1), d. h. die
Determinante
9= lg,u 2 ['

Ist y,, die durch die Diskriminante dividierte (,normierte”), dem
Element g,, adjungierte Unterdeterminante von g¢, so transformieren
sich diese GroBen p,, nach den Formeln
(6) Ve = STurTriVur:

v
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Wir definieren nun:
I. Der Inbegriff eines Systems von Funktionen T,l,.z...,/1 der

Variabeln # heiBe ein kovarianter Tensor vom Range 4, wenn
diese GroBen sich transformieren gem#df den Formeln

(6) T,’"""rzf, E .pilrlpizrg...pilrl . Ti;‘n"'il‘
16,0 .47 -
II. Der Inbegriff eines Systems von Funktionen @,, ..,
1% 2
der Variabeln z heifile ein kontravarianter Tensor vom Range 4,

wenn diese GroBen sich transformieren gemiB den Formeln

’  jgee 2 1
(M @nr,-'-rz" E 4, sty e @i,iz"'il‘)
iy dg.u iy
III. DerInbegriffeines Systems von Funktionen¥, . ... , , ...,
12 “w 102 v
der Variabeln x heiBe ein gemischter Tensor, kovariant vom
Range u, kontravariant vom Range », wenn diese GréBen sich

transformieren nach den Formeln

4 -
(\S)Ir,r;"'rlu/e,:x"'a,‘,— E pz‘lr,pi,rz"'piﬂrﬂ'“kﬁ,”}rlh”‘n’kﬁs,,'%z’,ig"’i‘“/klk,"‘k,'
iy g iy

Fykgeooky

Aus diesen Definitionen und den Gleichungen (4) und (5) folgt:

Die GroBen g,, bilden einen kovarianten, die GroBen p,, einen
kontravarianten Tensor zweiten Ranges, die Fundamentaltensoren
des Gravitationsfeldes im Falle n = 4.

Die GroBen dwx; bilden nach Gleichung (3) einen kontravarianten
Tensor ersten Ranges. Tensoren ersten Ranges nennt man auch Vek-
toren erster Art oder Vierervektoren bei n =4

Unmittelbar aus der Definition der Tensoren ergeben sich die fol-
genden algebraischen Tensoroperationen:

1. Die Summe zweier gleichartiger Tensoren vom Range 4
ist wieder ein gleichartiger Tensor vom Range 1, dessen Komponenten
durch Addition der entsprechenden Komponenten beider Tensoren ent-

stehen.
£

1) Unsere kovarianten (kontravarianten) Tensoren vom Range 4 sind also iden-
tisch mit den ,kovarianten (kontravarianten) Systemen iter Ordnung* von Ricei
und Levi-Civita und werden von diesen Autoren bezeichnet mit X, . ...,  bzw.
X"172°"2 . 8o viele Vorteile diese letztere Bezeichnung auch bietet, so haben uns
doch Komplikationen in zusammengesetzteren Gleichungen gezwungen, die obigen
Bezeichnungen zu wihlen, also kovariante Tensoren mit lateinischen, kontravari-
ante mit griechischen, gemischte mit deutschen Buchstaben zu bezeichnen. Kovari-
ante und kontravariante Tensoren sind besondere Fialle der gemischten Tensoren.
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2. Das duBereProdukt zweierkovarianter (kontravarianter)
Tensoren vom Range A bzw. u ist ein kovarianter (kontravarianter)
Tensor vom Range 1 + u mit den Komponenten

(9) Z,i,»-vi,;k,kz--%ﬂ o Az,h ) Blc‘kz %)
bzw.

.
) @z'li,"'ilklkz"‘k‘u . Qilig'"r‘l ' g'rk,kz"'k‘u'

3. Als inneres Produkt zweier Tensoren bezeichnen wir
a) den kovarianten Tensor

(10) Zvi,iz"'i;'z E q’k,kz--wﬂ 'Ai,iz“'i;klkg“'k“,r
' Y
b) den kontravarianten Tensor

(11) @i,iz-ui,l: E Ak,kz---ku "Pi,f,--.ilk,kz-ukuv

Riky. ok,
¢) den gemischten Tensor
(12) Ir1r2-~-r”/s,»2~~sy= E Aklkzu-k;_rlrz---rlu' (‘Dklk,---k;_slx,-ws,,,
Rybprik)
oder ganz allgemein, die drei Fille a) bis ¢) mit enthaltend
d) zrkr,u-rluulu,-~-u,)‘ xlxz«uayvlv,ouvﬂ: E %{nrzu-rﬂ/klkl “kyvivye . 5%k,k, ok Uy Un e Uy /51 $a0e1Sye
Rydpeenky
Die der gewéhnlichen Vektoranalysis entnommenen Bezeichnungen
yauBeres und inneres Produkt® rechtfertigen sich, weil jene Operationen
sich letzten Endes als besondere Fille der hier betrachteten ergeben.
Ist in den Fillen a) oder b) der Rang A4 gleich Null, so ist das
innere Produkt ein Skalar.
4. Reziprozitit eines kovarianten und eines kontravari-
anten Tensors. Aus einem kovarianten Tensor vom Range 4 bildet

man den reziproken kontravarianten Tensor vom Range 4 durch i-fache
innere Multiplikation mit dem kontravarianten Fundamentaltensor:

(13) tlz2 ) —‘2}";11 yhkz u 7;’;}1 5 'Tklkg-ukl)

kyky -

woraus durch Auflﬁsung
(14) nt, Zgzlklgzzk., <Gy @klk,---kl'

kl k‘l
Man findet daher aus einem Tensor einen Skalar, in dem man ihn mit

seinem reziproken Tensor multipliziert nach der Formel

(15) 2Ty Oy

i1ty
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Ein kovarianter (kontravarianter) Tensor ersten Ranges (Vierer-
vektor bei » = 4) hat die Invariante

ZyikTiTk
ik

beziehungsweise
: 290,06,
ik

In der gewohnlichen Relativititstheorie ist die Kontravarianz
identisch der Kovarianz und obige Invariante wird zum Quadrat des
Betrages des Vierervektors

T2+ T84 18+ T3
Ein kovarianter (kontravarianter) Tensor zweiten Ranges hat die

Invariante =
2 Vir Ti
ik

Zgz'k O,
ik

die im Falle der bisherigen Relativititstheorie zu
sz + 'Tyy + Tzz + 'Tll

beziehungsweise

wird.?t)

§ 2. Differentialoperationen an Tensoren.

Wir fiihren folgende allgemeine Definitionen ein:

1. Als Erweiterung eines kovarianten (kontravarianten)
Tensors vom Range 4 bezeichnen wir den kovarianten (kon-
travarianten) Tensor vom Range 4 + 1, der, durch ,kovariante
(kontravariante) Differentiation“ aus jenem hervorgeht.

Nach Christoffel (L c.) ist

(16) s -

TiTaeeTyS S 327,
_2({}8} T""z""'z+{r;cs}Tr1k---rz+ i +{r71cs}Tm~z...k)

1) Wir verzichten im folgenden darauf, jeweilen die besondere Form anzu-
geben, welche unsere Formeln im Falle der gewdhnlichen Relativititstheorie an-
nehmen, - begniigen uns vielmehr damit, hinzuweisen auf die nachstehenden Dar-
stellungen :

1. Minkowski, Die Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen Vorginge
in bewegten Korpern, Gottinger Nachrichten 1908.

2. Sommerfeld, Zur Relativitiitstheorie I und II, Ann. d. Physik, vierte
Folge, 32 (1910) und 33 (1910).

3. Laue, Das Relativititsprinzip. Die Wissenschaft, Heft 38, 2. A. (1913).
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ein kovarianter Tensor vom Range A + 1, der aus dem kovarianten
Tensor vom Range 1 hervorgeht. Ricei und Levi-Civita nennen die
Differentialoperation der rechten Seite dieser Gleichung die ,kovariante

Differentiation des Tensors 7, .., . Hierbei bedeutet
rs rs

an (5)=Znl7)
T8 _ 1 (%9t 4 09se _ 09rs

(18) ’: t:] 3 (Z)az:‘.r * ox, o, ) 3

[Tts] und {rus} sind die Christoffelschen Drei-Indizes-Symbole erster

bzw. zweiter Art; durch Auflésung der Gleichungen (17) findet man
r rs) 1
(19) [u:l':Zgut{ i } )
Fiihrt man in die Gleichung (16) an Stelle der kovariantea Ten-

soren die zu ihnen reziproken kontravarianten Tensoren ein, so erhilt
man als ,kontravariante Erweiterung®

26,
(20) @rlr,- ideg a=2?}ai( -
73 a

%...rl "r‘{;:c} @kr,...rz +{zr:c} @rlk--<r1+-"+{if} @fxrz-"k) i

i

II. Als Divergenz eines kovarianten (kontravarianten)
Tensors vom Range 4 bezeichnen wir den kovarianten (kontra-
varianten) Tensor vom Range 1 —1, der durch innere Multi-
plikation der Erweiterung mit dem kontravarianten (kova-
rianten) Fundamentaltensor entsteht.

Somit ist die Divergenz des kovarianten Tensors 7', , ..., der Tensor

(21) Tr,r,-nrz=27:r1Tr1--~rls)
und die Divergenz des kontravarianten Tensors @, , B3 ist der Tensor
(22) @r,r;.---rl =ngrl @rln-rix'

Die Divergenz eines Tensors geht nicht eindeutig aus diesem hervor;
das Resultat éindert sich im allgemeinen, wenn man in den Gleichungen
(21) und (22) r, durch einen der Indizes 7,,7;...7, ersetzt.

III. Als verallgemeinerte Laplacesche Operation an einem Ten-
sor bezeichnen wir die Aufeinanderfolge der Erweiterung und
der Divergenz. Die verallgemeinerte Laplacesche Operation
1iBt daher aus einem Tensor einen gleichartigen gleichen
Ranges hervorgehen.

Von besonderem Interesse sind die Fille 4 =0, 1, 2.

1) Auf Grund dieser Formeln beweist man leicht, daB die Erweiterung des
Fundamentaltensors identisch verschwindet.
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a) A=0.
Der Ausgangstensor ist ein Skalar 7, den wir als ko- oder kontra-
varianten Tensor vom Range O betrachten konnen.
(23) 3 T = Sz,
ist die kovariante Erweiterung des Skalars 7, d. i. ein kovarianter Ten-
sor ersten Ranges (kovarianter Vierervektor fiir » = 4), den man den
Gradienten des Skalars nennt. Die Invariante
CRIEEGETE
(24) 2 Vrs oz, o,
ist der erste Beltramische Differentialparameter des Skalars 7.
Um die Divergenz des Gradienten zu bilden, hat man aus seiner

Erweiterung i By {rs } or
) 3%3% 2 k azk

Zy)‘lTrl

den Skalar

zu bilden, dem man die Form
1 VJ = oT
(25) 1‘/;2 5?,(1/9 Vrs gi)

geben kann.!) Die Divergenz des Gradienten ist das Resultat der ver-
allgemeinerten Laplaceschen Operation ausgefiihrt am Skalar 7' und -
ist identisch mit dem zweiten Beltramischen Differentialparameter des
Skalars 7'
b) i=1.

Der Ausgangstensor sei ein kovarianter Vierervektor, konnte aber
ebensogut ein kontravarianter Vierervektor sein.

Die kovariante Erweiterung ist nach (16)

L. rs
(26) Tl e
%

Die Divergenz ist

(27) 277‘3 rs 27}1':( S}Tk)i
rsk

der wir nach (17) die Form geben:

(28)2;;,,,TH=2( (5T _2,7_“_ T 27,“ “(99”_,_99,,, aagTZ:)Tk)’

rski

1) Siehe z. B. Bianchi-Lukat, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie,
erste Auflage, 8. 47; oder auch die Umrechnung der Divergenz eines Vlerervek-
tors im nachstehenden Falle b).
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Foses 0y
Eliminiert man v R

5 a7ra ag(’”
(29) ﬂ‘ S —27'\7 Vso ox, ’
00

so heben sich in Gleichung (28) die drei mittleren Glieder unter dem
Summenzeichen auf und es bleibt neben dem ersten Gliede

09y dlogVy
22 Vrs g, T i =2 Vale g 2
X

rski

vermdge der Formel)

so daB man fiir die Divergenz des kovarianten Vierervektors®)
findet

(30) Dt L= B V07 ).

c) = 2,
Der Ausgangstensor sei ein kontravarianter Tensor zweiten Ranges
®,,, dessen Erwelterung nach Formel (20) lautet

(51 6= 2 vl + (7} 0u+ (V) 0)

Hieraus ergibt sich als Divergenz des kontravarianten Tensors @,
entweder die Zeilendivergenz

(32) @rngglt@r:t=2( ”"‘{ }@k.+{ } rk)’

oder die Kolonnendivergenz

(33) o, =Zgrt (S0 =Zk' (%z—:“ i {r,.k} 8.+ {rsk}r@rk);

1) Diese Formel, die wir auch in § 4 bei der Aufstellung der Differential-
gleichungen des Gravitationsfeldes verwenden, beweisen wir folgendermaBen:
Es ist

291‘171:1 =d;; (0 oder 1),
7

0 0
Zgﬂ y“’—_ZWcl g“v

wo ¢ irgend eine der Zahlen 1, 2, ... n ist.
Fiir ein bestimmtes % erhilt man so n Gleichungen (:=1,2,..-n) mit den n

also

Unbekannten Z&‘f—, (?=1,2,...n), deren Auflosung die Formel des Textes liefert.

ox,
2) Zu dem némlichen Ergebnis gelangt Kottler (l. c. pag. 21) ausgehend von
einem speziellen Tensor dritten Ranges (vgl. § 8 dieser Abhandlung) mit Hilfe der
Theorie der Integralformen.
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zwei Differentialoperationen, die fiir symmetrische Tensoren zusammen-

fallen. Weil

Y o S, 04, _ dloglg
(4): Z{r}zzyrs[sJ—2?7rsm—W
ist, so liBt sich die Formel (33) auch zusammenfassen in

(35) 6= =D Wi e+ > {7} 6

§ 3. Spezielle Tensoren (Vektoren).

Ein kovarianter, (kontravarianter) Tensor heiBe speziell, wenn
seine Komponenten ein System von alternierenden Funktionen der
Grundvariabeln bilden.

Die Komponenten eines speziellen Tensors sind demnach den fol-
genden Bedingungen unterworfen:

1. Es ist T, ,....,, =0, wenn zwei der Indizes r,, 7y, ... 7, ein-
ander gleich sind.

2. Unterscheiden sich 7, #,,...7, und s, S, ...s; nur durch die
Reihenfolge der Indizes, so ist 7, ,, ..., =+ T, s je nachdem 7y, 7,
...7r,und 8, s, ....s; Permutationen derselben Klasse sind oder nicht.
Zwei Permutationen gehoren bekanntlich zu der gleichen Klasse, wenn
beide durch eine gerade bezw. ungerade Anzahl von bloBen Vertau-
schungen zweier Indizes aus der Grundpermutation 1, 2,...#% hervor-
gehen. :

Die Anzahl der linear unabhingigen Komponenten eines speziellen

Tensors vom Range 4 ist demnach (;‘) .

Die Theorie der speziellen Tensoren gestaltet sich vermdge dieser
Eigenschaften einfacher, aber auch reichhaltiger als die der allgemeinen
Tensoren; sie ist von besonderer Bedeutung fiir die mathematische
Physik, weil die Theorie der Vektoren A% Art (Vierer-, Sechservek-
toren bei n = 4) sich zuriickfiihren.1dBt auf die speziellen Tensoren
vom Range 2. Vom Standpunkte der allgemeinen Theorie aus ist es
zweckmifBiger von den Tensoren auszugehen und die Vektoren ledig-
lich als spezielle Tensoren zu behandeln.

Wichtig fiir die Vektoranalysis der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit
as*=3'g,, dz, dz,

uv

ist ein spezieller Tensor nt® Ranges, der mit der Diskriminante g des
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Linienelementes verkniipft ist.') Diese Diskriminante transformiert sich
ja gemiB der Gleichung

(36) g=0":0,

wo

0x;
p=|psl= T

=

die Funktionaldeterminante der Substitution ist. Gibt man }/g fiir das
urspriingliche Bezugssystem ein bestimmtes Vorzeichen, und setzt man
fest, daB sich dieses Vorzeichen bei einer Transformation #ndern soll
oder nicht, je nachdem die Substitutionsdeterminante p negativ oder
positiv ist, so hat die Gleichung

GO Vo' =p-Vy
exakte Dedeutung mit Einschlub der Vorzeichen,

Es sei nun 9, ,, ..., gleich Null, wenn zwei der Indizes einander
gleich sind, dagegen = 1, wenn dies nicht der Fall ist und die Permu-
tation 7y, 7y, ...7, durch eine gerade bezw. ungerade Anzahl von Ver-

tauschungen zweier Indizes aus der Grundpermutation 1,2,...n hervorgeht.
Dann sind

(38) er1 rarc Ty o arl raioiry, 5 V.a

die Komponenten eines speziellen kovarianten Tensors n ten Ranges, den
wir den kovarianten Diskriminantentensor nennen wollen. Denn
eine Transformation liefert zunichst

’ = .
enrz"'rn = al'xrx"'i'n 4 V‘q . a"l"n""‘n p Vg’

da aber
P 26,'1;,..‘;7"pi,1pi,2 w 'pi"n= 6“,.2...,." i 26.-1,'1...,'” 'P.'l,.lp.-,“ v p.'n,.n
Gitinin Ny

ist, so folgt
e"u'g"'l'n=—l/g .Zaili,n-in'pilrlpi,r,' % 'pi"rui
Gttt
also wegen der Definition (38) :
e"x"z""'n=Zei)iz"'in.pilﬁpiﬂ's. 3 'pi”rn i
t8p...0p

"Fiir den reziproken kontravarianten Tensor findet man nach (13)

Ei,i,-ui" =2yi,r17izr,' 33 7in"n - erlr,~-~,~”!

P sulyy
Ctis-g, V.q '267'“‘1-“1'". Vo i Vinag ilar
Prrs obn
Ei,i,-nin: aili,n-i"'Vg : Zar,r,-ur" *YinVer 7nrn'

1175

1) Das ,System & von Ricci und Levi-Civita, 1. c., pag. 135.
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Da aber die Determinante der mormierten Unterdeterminanten y,,

1
| 7| = g
ist, so folgt -
(39) _uny

Die Bedeutung des kovarianten (kontravarianten) Diskriminanten
tensors liegt darin, daB seine innere Multiplikation mit einem kontra-
varianten (kovarianten) Tensor vom Range 1 einen gleichartigen Ten-
sor vom Range 1 — n liefert, wobei der Tensor von entgegengesetater
Art wird, wenn 4 — n negativ ist. (Erginzung des Tensors.)

Wenn
n=4

ist, so gibt es spezielle Tensoren bis zum vierten Rang, da alle spe-
ziellen Tensoren hiheren Ranges identisch verschwinden.

Die nichtverschwindenden Komponenten eines speziellen kovarian-
ten Tensors vierten Ranges sind alle einander gleich oder entgegenge-
setzt gleich. Die Ergiéinzung (innere Multiplikation mit dem kontra-
varianten Diskriminantentensor) ergibt einen Skalar, so daB die Diffe-
rentialoperationen, die an einem speziellen Tensor vierten Ranges aus-
gefithrt werden konnen, damit zuriickgefiihrt sind auf die Differential-
operationen an einen Skalar.

Die Ergiinzung eines speziellen kovarianten Tensors dritten Ranges
ist ein kontravarianter Vektor erster Art.

Die Ergiéinzung eines speziellen kovarianten Tensors zweiten Ranyes
ist ein kontravarianter, spezieller Tensor zweiten Ranges.

Endlich fiihrt die Ergiinzung eines speziellen kovarianten Vektors
erster Art auf einen kontravarianten Tensor dritten Ranges.

Die Untersuchung des Einflusses des Gravitationsfeldes auf die
physikalischen Vorginge (I. Teil, § 6) erfordert die eingehendere Be-
handlung der speziellen Tensoren zweiten Ranges (Sechservektoren).

Ist ®,, ein spezieller Tensor zweiten Ranges, so reduziert sich
seine Divergenz (Formel 35)

GV 8,)+ 3.

@, =0

v zv )y v

wegen

auf
(40) 6~V 6,).

Einstein-GroBmann: Relativititstheorie und Gravitation 3



34 Kovarianz der Impuls-Energiegleichungen

Wir leiten ferner aus einem kontravarianten Tensor zweiten Ranges
0,, folgendermafien den dualen kontravarianten Tensor zweiten Ranges
@, ab.

Wir bilden zuerst die Ergiinzung?)
(41) T€k= %Zeﬂmv' @yw

uv
oder also

(41a) {le=V§- Oy, Tiu=V9- 04, Ty =Vg O;

Ty =V§ - 0y, Tu:Vg * Oy, Ts4=V§ 0.
Der gesuchte duale Tensor ist nun reziprok zu dieser Erginzung,
lautet daher

(42) @:azzyir'}’lu'Tik=%2yirykteik,uv' @,a‘v'

tkuv
Die Reihenfolge der beiden Operationen — Ergiinzung und Bildung
des reziproken Tensors — ist wegen der Reziprozitit der beiden Dis-
kriminantentensoren vertauschbar. —

§ 4. Mathematische Ergénzungen zum physikalischen Teil.

1. Beweis der Kovarianz der Impuls-Energiegleichungen.

Es ist zu beweisen, da sich die Gleichungen (10) des I Teiles,
8. 10, die vom Faktor J/— 1 abgesehen lauten

3 = o ag v
o, (Vg *You @w'> 4 ng @‘fd’ “0, =0, ©=1239
uv

uv

beliebigen Transformationen gegeniiber kovariant verhalten.
Nach Formel (35) ist die Divergenz des kontravarianten Ten-

sors @, B r
0,= 2175 - Vg-o,,)+ 2{ i }e,.
o vk

Der zu diesem kontravarianten Vektor ®, reziproke kovariante
Vektor 7 ist also

0 = 09,5, 7 =
Tim S0 61m (G 05 00) =0 0t 1) )
M

uvk.
Das letzte Glied dieser Summe ist aber gleich

;[”:] 6, i~ Zé (aaga::: o+ Zf':: Ve é;if::) v

uy

1) Der Faktor { dient zur Vereinfachung des Resultates, ohne invarianten-
theoretisch von Belang zu sein.
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Also bleibt _
153 - <y 29y
To = D 52, V3 9018us) = 1 D57 - 6,

wv I7Ex
171; die linke Seite der untersuchten Gleichung.

9
Dividiert man also jene Gleichung durch }g, so stellt ihre linke Seite
die 6-Komponente eines kovarianten Vektors dar, ist also in der Tat
kovariant. Man kann daher den Inhalt jener vier Gleichungen auch so
aussprechen:

d. h. bis auf den Faktor

Die Divergenz des (kontravarianten) Spannungs-Energie-
tensors der materiellen Strémung bzw. des physikalischen
Vorganges verschwindet.

2. Differentialtensoren einer durch ihr Linienelement
gegebenen Mannigfaltigkeit.

Das Problem der Aufstellung der Differentialgleichungen -eines
Gravitationsfeldes (I. Teil, § 5) lenkt die Aufmerksamkeit auf die Dif-
ferentialinvarianten und Differentialkovarianten der quadrati-
schen Differentialform

as’=>yg, dz,dz,.
o

Die Theorie dieser Differentialkovarianten fiihrt im Sinne unserer
allgemeinen Vektoranalysis auf die Differentialtensoren, die mit
einem Gravitationsfeld gegeben sind. Das vollstéindige System dieser
Differentialtensoren (beliebigen Transformationen gegeniiber) geht zuriick
auf eine von Riemann') und unabhiingig von diesem von Christoffel?)
gefundenen kovarianten Differentialtensor vierten Ranges, den wir den
Riemannschen Differentialtensor nennen wollen und der folgender-
mafBen lautet

=3 02 * 91 9*9i1 . 0* G
Riklm % (1/k} lm> e g (8.1:,‘8.7?, 6:1:'.2_19”‘ = axkaxm 6x,ax,-)

o im k1 itk m
+ 7 (71 ]=[2 107D
947
Durch kovariante algebraische und differentielle Operationen erhilt
man aus dem Riemannschen Differentialtensor und dem Diskriminanten-

tensor (§ 3, Formel 38) das vollstindige System der Differentialtensoren
(also auch der Differentialinvarianten) der Mannigfaltigkeit.

(43)

1) Riemann, Ges. Werke, S. 270.
* 2) Christoffel, I c., S. 54.
3*
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(¢k, Im) heiBen auch die Christoffelschen Vier-Indizes-Sym-
bole erster Art. Von Bedeutung sind neben diesen die Vier-Indizes-
Symbole zweiter Art

1
o{%)

| o't il
3 om
G0 el e t RIT]-
¢
die mit jenen in der Beziehung stehen
{10, Im} = 3y, (ik, Im), oder aufgelost
k .

(ik, Im) = 39y, {ig, Im}.
e

Den Vier-Indizes-Symbolen zweiter Art kommt in der allgemeinen
Vektoranalysis die Bedeutung der Komponenten eines gemischten
Tensors, kovariant vom dritten, kontravariant vom ersten Range zu.!)

Die hervorragende Bedeutung dieser Begriffshildungen fiir die
Differentialgeometrie?) einer durch ihr Linienelement gegebenen
Mannigfaltigkeit macht es a priori wahrscheinlich, daB diese allge-
meinen Differentialtensoren auch fiir das Problem der Differentialglei-
chungen eines Gravitationsfeldes von Bedeutung sein diirften. Es ge-
lingt in der Tat zunichst, einen kovarianten Differentialtensor zweiten
Ranges und zweiter Ordnung G, anzugeben, der in jene Gleichungen
eintreten kénnte, namlich

(46) Gim =V 0k, Im) = > {ik, km}.

Allein es zeigt sich, daB sich dieser Tensor im Spezialfall des un-
endlich schwachen statischen Schwerefeldes nicht auf den Ausdruck
A ¢ reduziert. Wir miissen daher die Frage offen lassen, inwiefern die
allgemeine Theorie der mit einem Gravitationsfeld verkniipften Diffe-
rentialtensoren mit dem Problem der Gravitationsgleichungen zusammen-
hingt. Ein soleher Zusammenhang miifte vorhanden sein, sofern die
Gravitationsgleichungen beliebige Substitutionen zuzulassen hitten;
allein in diesem Falle scheint es ausgeschlossen zu sein, Differential-
gleichungen zweiter Ordnung aufzufinden. Wiirde dagegen feststehen,
daB die Gravitationsgleichungen nur eine gewisse Gruppe von Trans-
formationen gestatten, so wire es verstéindlich, wenn man mit den von
der allgemeinen Theorie gelieferten Differentialtensoren nicht auskommt.
Wie im physikalischen Teile ausgefiihrt ist, sind wir nicht imstande,
zu diesen Fragen Stellung zu nehmen. —

(oD

(45)

1) Es folgt dies aus der ersten der Gleichungen 45.

2) Das identische Verschwinden des Tensors R;;,,,, stellt die notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir dar, daf die Differentialform auf die Form Zd:c,:’
transformiert werden kann. g b
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3. Zur Ableitung der Gravitationsgleichungen.

Die von Einstein beschriebene Herleitung der Gravitationsglei-
chungen (I. Teil, § 5), wird im Einzelnen folgendermaBen durchgefiihrt.

Wir gehen aus von dem in der Energiebilanz mit GewiBheit zu
erwartenden Gliede

' ag,ur 0 ek ay,ur)
(£7) g 23.71: o, ( Vores 5z,
apuy
und formen durch partielle Integration um.!) Ks wird so
T 3 i ayyvagpv) ay,uv a g,uv
U= e (Viree g 7a) ~ Vit vty 3,5 -
apuv afuy

Die erste der auf der rechten Seite stehenden Summen hat die
gewiinschte Form einer Summe von Differentialquotienten und sei be-
zeichnet mit 4, so daB

s 0 = ay,uv ag,u v)
(48) v: | —2 o, (V!I?a,g Pu,; o,
apuv

In der zweiten der rechtsstehenden Summen fithren wir wieder

partielle Integration aus. Dann lautet die Identitét

ayluv ag,uv a-q,uv e ayyv
Ut Sk (1 e 00) 4 3 e (Vi 22)
afuv

Die erste der rechts entstandenen Summeu kann als eine Summe
von Differentialen geschrieben werden und moge mit

: 0%u» 39”)
(49) , B Eam (V97’aﬂ o, Oz
apguv
bezeichnet sein. In der zweiten Summe differentiieren wir aus. Dann
wird
505 1ag,uv 37,«;'6]/5 ay,uv 70:[1 9* Yuv )
U-4—-B+ oz, <y"‘/3ﬂ;8}7+]/g Bwi +Vg 7“#3:0 oz,
apuy

oder wenn man im zweiten Summanden die Formel (29) des § 2 an-
wendet und im dritten Summanden partiell integriert

agyvayp: Vg ayﬂc £ ag,uv ay,uv agok
U=A—B+2 a{ra;—jx = uragf ZV oz, om, ?’a.ﬂ’pkaxa

apuvik afuvik
0y OVuy 0y 9 09
+28x (Vg?aﬂ s 'JL) 29-’;7,%_19 (V_Q’ap d )
afuy

1) Die Herleitung der gesuchten Identitéit vereinfacht sich, wenn wir den
Faktor }/g unter das Differentiationszeichen setzen, ohne daB das Resultat hiervon
abhiingig wire.
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Die beiden ersten Summen haben die Form von Gliedern, wie wir
sie auf die linke Seite unserer Identitit setzen. Wir bezeichnen sie mit

gik s 0 97 v
(50) ; ——28 ngaﬂ ylk‘a_; 5 a;
apurvik ” #
glk y[uw ay,uv
(51) w a{%:kax V— 9 Vai¥Vsk am ‘a_x; "

Die dritte der rechts stehenden Summen hat die Form einer Summe

: . : e &g 0y
von Differentialquotienten; eliminiert man in ihr 7:—' vermdoge jener
o

Formel (29), so erweist sie sich als die schon eingefiihrte GroBe A.
In der letzten Summe endlich ersetzen wir nach der gleichen Formel

0
5 Wir finden 80
ox,
09 0 29,00
U—V+W=24—B+ >y, ,kax"ax (V 9Vap 5z )
apuvik
oder

Ee B g Ag. s
=T W='2A—B+2 5;: Ga, (Vg'?’aﬂ,n}’,’k%&)
apfpuvik &

agtk ag#v o= 0
am aw Vg.yaﬁé?ﬁ(y,uiy‘yk)'
afuvik

Die erste dieser Summen wird wegen (29), d. h. wegen
ag,uv ayo‘k

27}6,‘4 Yok 30 ax T 6":"
uy
agzk 0 A aYak

2 3, 0, (V!’Vaﬂ >=_ b,

Die zweite konnen wir, wegen der Vertauschbarkeit von ¢ und %, g und v,

schreiben als

0931 09,y 07,1
2X =23 5o V0 VapPus g4 "

za

afuvik awﬂ
a.‘hk 0%y 01y
=_2'2 ngaﬂg,uv ahxa a—x[; !
afuvik

Die gesuchte Identitit lautet also
20—-V+ W+2X=24— B,
ist also identisch der im I. Teil, § 5 gegebenen.
















1 Physikalischer Teil

Von Albert Einstein.

1.1 Einleitung

Die im Folgenden dargelegte Theorie ist aus der Uberzeugung hervorgegangen, dass
die Proportionalitdt zwischen der tragen und der schweren Masse der Korper ein ex-
akt giiltiges Naturgesetz sei, das bereits in dem Fundament der theoretischen Physik
einen Ausdruck finden miisse. Schon in einigen fritheren Arbeiten ! suchte ich dieser
Uberzeugung dadurch Ausdruck zu verleihen, dass ich die schwere auf die trige Mas-
se zuriickzufiihren suchte; dieses Bestreben fiihrte mich zu der Hypothese, dass ein
(unendlich wenig ausgedehntes homogenes) Schwerefeld sich durch einen Beschleuni-
gungszustand des Bezugssystems physikalisch vollkommen ersetzen lasse. Anschaulich
lasst sich diese Hypothese so aussprechen: Ein in einem Kasten eingeschlossener Beob-
achter kann auf keine Weise entscheiden, ob der Kasten sich ruhend in einem statischen
Gravitationsfeld befindet, oder ob sich der Kasten in einem von Gravitationsfeldern
freien Raum in beschleunigter Bewegung befindet, die durch an dem Kasten angreifende
Krifte aufrechterhalten wird (Aquivalenz-Hypothese).

Dass das Gesetz der Proportionalitdt der tragen und der schweren Masse jedenfalls mit
auflerordentlicher Genauigkeit erfiillt ist, wissen wir aus einer fundamental wichtigen
Untersuchung von Eotvos?, die auf folgender Uberlegung beruht. Auf einen an der
Erdoberflache ruhenden Korper wirkt sowohl die Schwere als auch die von der Dre-
hung der Erde herrithrende Zentrifugalkraft. Die erste dieser Krifte ist proportional
der schweren, die zweite der tragen Masse. Die Richtung der Resultierenden dieser
beiden Krifte, d. h. die Richtung der scheinbaren Schwerkraft (Lotrichtung) miisste
also von der physikalischen Natur des ins Auge gefassten Korpers abhingen, falls
die Proportionalitidt der tragen und schweren Masse nicht erfiillt wére. Es liefsen sich
dann die scheinbaren Schwerkrifte, welche auf Teile eines heterogenen starren Systems
wirken, im Allgemeinen nicht zu einer Resultierenden vereinigen; es bliebe vielmehr

1 A. Einstein, Ann. d. Physik 4. 35. S. 898; 4. 38. S. 355; 4. 38. S. 443.
2 B. Eotvos, Mathematische und naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn VIII 1890. Wiedemann,
Beiblatter XV. S. 688 (1891).
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im Allgemeinen ein Drehmoment der scheinbaren Schwerkrifte {ibrig, dass sich beim
Aufhingen des Systems an einem torsionsfreien Faden hitte bemerkbar machen miissen.
Indem Eo6tvos die Abwesenheit solcher Drehmomente mit grofler Sorgfalt feststellte,
bewies er, dass das Verhiltnis beider Massen fiir die von ihm untersuchten Kérper mit
solcher Genauigkeit von der Natur des Korpers unabhingig war, dass die relativen
Unterschiede die dies Verhiltnis von Stoff zu Stoff noch besitzen konnte, kleiner als ein
Zwanzigmillionstel sein miisste.

Beim Zerfall radioaktiver Stoffe werden so bedeutende Energiemengen abgeben, dass
die Anderung der trigen Masse des Systems, welche nach der Relativititstheorie jener
Energieabnahme entspricht, gegeniiber der Gesamtmasse nicht sehr klein ist®. Beim
Zerfall von Radium betrégt z. B. jene Abnahme 555 der Gesamtmasse. Wiirden jenen
Anderungen der tragen Masse nicht Anderungen der schweren Masse entsprechen, so
miissten Abweichungen der tragen von der schweren Masse bestehen, die weit grofser
sind, als es die E6tvos’schen Versuche zulassen. Es muss also als sehr wahrscheinlich
betrachtet werden, dass die Identitdt der tragen und der schweren Masse exakt erftillt
ist. Aus diesen Griinden scheint mir auch die Aquivalenzhypothese, welche die physi-
kalische Wesensgleichheit der schweren mit der tragen Masse ausspricht, einen hohen

Grad von Wahrscheinlichkeit zu besitzen .

1.2 Bewegungsgleichungen des materiellen Punktes im
statischen Schwerefeld

Gemif der gewohnlichen Relativititstheorie ® bewegt sich ein kréftefrei bewegter Punkt
nach der Gleichung

5{/@}:5{/vﬂdﬂ—dw—dﬂ+cm#}:o. (1.1)

Denn es besagt diese Gleichung nichts anderes, als dass sich der materielle Punkt ge-
radlinig und gleichférmig bewegt. Es ist dies die Bewegungsgleichung in Form des
Hamilton’schen Prinzips; denn wir konnen auch setzen

5{/Hm}:o, (1.1a)

Die Abnahme der tragen Masse, die der abgegebenen Energie & entspricht, ist bekanntlich %, wenn
mit ¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet wird.

4 Vgl. auch Abschnitt 1.8 dieser Arbeit.

5 Vgl. M. Planck, Verh. d. deutsch. phys. Ges. 1906. Seite 136.
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wobei

ds
H = T

gesetzt ist, falls m die Ruhemasse des materiellen Punktes bedeutet. Hieraus ergeben
sich in bekannter Weise Impuls ]y, J,, J. und Energie & des bewegten Punktes:

T ox 2o g2 T -
O0H o0H. O0H. c? (12)
Ezf.er—.yﬂL—.Z—H:m

ox 9y 0z ‘/Cz_qz'

Diese Darstellungsweise unterscheidet sich von der tiblichen nur dadurch, dass in letz-
terer Jy, Jy, . und & noch einen Faktor ¢ aufweisen. Da aber c in der gewdhnlichen
Relativitatstheorie konstant ist, so ist das hier gegebene System dem gewohnlich gege-
benen dquivalent. Der einzige Unterschied ist der, dass | und & andere Dimensionen
besitzen als in der iiblichen Darstellungsweise.

In fritheren Arbeiten habe ich gezeigt, dass die Aquivalenzhypothese zu der Folge-
rung fiihrt, dass in einem statischen Gravitationsfeld die Lichtgeschwindigkeit c vom
Gravitationspotential abhidngt. Ich gelangte so zu der Meinung, dass die gewohnliche
Relativitatstheorie nur eine Anndherung an die Wirklichkeit gebe; sie sollte in dem
Grenzfall gelten, dass in dem betrachteten Raum-Zeitgebiet keine zu grofse Verschie-
denheiten des Gravitationspotentials auftreten. Auflerdem fand ich als Gleichungen
der Bewegung eines Massenpunktes in einem statischen Gravitationsfeld wieder die
Gleichungen (1.1) bzw. (1.1a); es ist aber dabei c nicht als eine Konstante, sondern als eine
Funktion der Raumkoordinaten aufzufassen, die ein Mafs fiir das Gravitationspotential
darstellt. Aus (1.1a) folgen in bekannter Weise die Bewegungsgleichungen

d max _ mcg—; (13)

dt /CZ_qZ - /cz_qj .
Man sieht, dass die Bewegungsgrofie durch den namlichen Ausdruck dargestellt wird
wie oben. Uberhaupt gelten fiir den im statischen Schwerefeld bewegten materiellen
Punkt die Gleichungen (1.2). Die rechte Seite von (1.3) stellt die vom Gravitationsfeld
auf den Massenpunkt ausgetibte Kraft 93, dar. Fiir den Spezialfall der Ruhe (g = 0) ist

ac
mx — _ma .

Hieraus erkennt man, dass c die Rolle des Gravitationspotentials spielt. Aus (1.2) folgt
fiir einen langsam bewegten Punkt
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mx
k=
12 (1.4)
E —mc = 217ZE/

Bei gegebener Geschwindigkeit sind also Impuls und kinetische Energie der Grofie ¢
umgekehrt proportional; anders ausgedriickt: Die trige Masse, so wie sie in Impuls
und Energie eingeht, ist 7, wobei m eine fiir den Massenpunkt charakteristische, vom
Gravitationspotential unabhingige Konstante bedeutet. Es passt dies zu Mach’s kithnem
Gedanken, dass die Tragheit in einer Wechselwirkung des betrachteten Massenpunk-
tes mit allen tibrigen ihren Ursprung habe; denn hdufen wir Massen in der Ndhe des
betrachteten Massenpunktes an, so verkleinern wir damit das Gravitationspotential c,
erhohen also die fiir die Tragheit mafigebende Grofie .

1.3 Gleichungen fiir die Bewegung des materiellen Punktes
im beliebigen Schwerefeld. Charakterisierung des
Letzteren

Mit der Einfithrung einer raumlichen Verdnderlichkeit der Grofse ¢ haben wir den Rah-
men der gegenwartig als ,Relativitdtstheorie” bezeichneten Theorie durchbrochen; denn
es verhilt sich nun der mit ds bezeichnete Ausdruck orthogonalen linearen Transfor-
mationen der Koordinaten gegeniiber nicht mehr als Invariante. Soll also -woran nicht
zu zweifeln ist- das Relativitatsprinzip aufrechterhalten werden, so miissen wir die
Relativitdtstheorie derart verallgemeinern, dass sie die im vorigen in ihren Elementen
angedeutete Theorie des statischen Schwerefeldes als Spezialfall enthalt.

Fithren wir ein neues Raum-Zeitsystem K'(x’, 1/, 2/, ') ein durch irgendeine Substitution

x'=x'(x,y,21t)
v =y (xyzt)
7 =7 (x,y,2,1)
t=+t(x,y,z1t),

und war das Schwerefeld im urspriinglichen System K ein statisches, so geht bei dieser
Substitution die Gleichung (1.1) in eine Gleichung von der Form

5{/&5}:0
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uber, wobei

dS/2 =911 dle —|—g22dy,2 + -+ 2g12dx’dy/ +...

gesetzt ist, und die GroBen g, Funktionen von x', ¥/, Z/, ' sind. Setzen wir x1, x2, X3, X4
statt x’, i/, 2/, ' und schreiben wir wieder ds statt ds’, so erhalten die Bewegungsglei-
chungen des materiellen Punktes in Bezug auf K’ die Gestalt

o)

(1.1
nv

Wir gelangen so zu der Auffassung, dass im allgemeinen Fall das Gravitationsfeld durch
zehn Raum-Zeit-Funktionen

11 812 813 814
821 822 823 824
331 832 833 834
841 842 843 844

charakterisiert ist, welche sich im Fall der gewohnlichen Relativitdtstheorie auf

(8#1/ = gvy)

0 0o -1 0
0 0 0 +c?

reduzieren, wobei c eine Konstante bedeutet. Dieselbe Art der Degeneration zeigt sich
bei dem statischen Schwerefeld der vorhin betrachteten Art, nur dass bei diesem g4 = c?
eine Funktion von xj, x2, x3 ist. Die Hamilton’sche Funktion H hat daher im allgemeinen
Fall den Wert

:_m\/gllxlz+'“+"'+2g123€15€2—|—---+---+ (1.5)

2g14x1+...+...+g41_
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Die zugehorigen Lagrange’schen Gleichungen

d /0H oH
at <8x> “ox 0 (16)

ergeben sofort den Ausdruck fiir den Impuls | des Punktes und fiir die vom Schwerefeld
auf ihn ausgetibte Kraft fi:

g11 X1+ 812%2 + g13X3 + Q14

]x = ds
di (1.7)
_ _y8udxtgiadys +gizdys + gisdry
ds ’
I8y
1 Yy gy, dadyy 1 9guv dxﬂ dx,
R L N T 2 dxi dr (18)

Ferner ergibt sich fiir die Energie & des Punktes

—& = — <xaH+ +...)+H

dx
dxs dx3 dxy )

dr (1.9)
<g41 ds + 8u—— ds +g43 a5 + Qua—— ds

Im Fall der gewohnlichen Relativitatstheorie sind nur lineare orthogonale Substitutionen
zuldssig. Es wird sich zeigen, dass wir fiir die Einwirkung des Schwerefeldes auf die
materiellen Vorgdnge Gleichungen aufzustellen vermdgen, die beliebigen Substitutionen
gegentiber sich kovariant verhalten.

Zunidchst konnen wir aus der Bedeutung, welche ds im Bewegungsgesetz des materiellen
Punktes spielt, den Schluss ziehen, dass ds eine absolute Invariante (Skalar) sein muss;
hieraus ergibt sich, dass die Grofsen g;,, einen kovarianten Tensor zweiten Ranges
bilden ¢, den wir als den kovarianten Fundamentaltensor bezeichnen. Dieser bestimmt
das Schwerefeld. Es ergibt sich ferner aus (1.7) und (1.9), dass Impuls und Energie des
materiellen Punktes zusammen einen kovarianten Tensor ersten Ranges, d. h. einen
kovarianten Vektor bilden”.

6 Vgl. Kapitel 2, Abschnitt 2.2
7 Vgl. Kapitel 2, Abschnitt 2.2
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1.4 Bedeutung des Fundamentaltensors der g,, fiir die
Messung von Raum und Zeit

Aus dem Fritheren kann man schon entnehmen, dass zwischen den Raum-Zeit-Koordi-
naten x1, X2, x3, X4 und den mittelst Mafistdben und Uhren zu erhaltenden Messergebnis-
sen keine so einfachen Beziehungen bestehen kdnnen, wie in der alten Relativitdtstheorie.
Es ergab sich dies beziiglich der Zeit schon beim statischen Schwerefeld 8. Es erhebt sich
deshalb die Frage nach der physikalischen Bedeutung (prinzipiellen Messbarkeit) der
Koordinaten x1, x2, x3, X4.

Hierzu bemerken wir, dass ds als invariantes Mafs fiir den Abstand zweier unendlich be-
nachbarter Raumzeitpunkte aufzufassen ist. Es muss daher ds auch eine vom gewéhlten
Bezugssystem unabhédngige physikalische Bedeutung zukommen. Wir nehmen an, ds
sei der ,natiirlich gemessene” Abstand beider Raumzeitpunkte und wollen darunter
folgendes verstehen.

Die unmittelbare Nachbarschaft des Punktes (x1, x, x3, x4) wird beztiglich des Koor-
dinatensystems durch die infinitesimalen Variablen dx;, dx;, dx3, dx4 bestimmt. Wir
denken uns statt dieser durch eine lineare Transformation neue Variable d&;, d&,, d¢s,
d¢y eingefiihrt, derart, dass

ds? = d&? 4 dE? 4 dE? — dé?

wird. Bei dieser Transformation sind die g, als Konstanten zu betrachten; der reelle
Kegel ds? = 0 erscheint auf seine Hauptachsen bezogen. In diesem elementaren d¢-
System gilt dann die gewohnliche Relativitdtstheorie, und es sei in diesem System die
physikalische Bedeutung von Liangen und Zeiten dieselbe wie in der gewdhnlichen
Relativititstheorie, d. h. ds? ist das Quadrat des vierdimensionalen Abstandes beider
unendlich benachbarter Raumzeitpunkte, gemessen mittels eines im d¢-System nicht
beschleunigten starren Korpers und mittelst relativ zu diesem ruhend angeordneter
Einheitsmafistdbe und Uhren.

Man sieht hieraus, dass bei gegebenen dx;, dxp, dx3, dx4 der zu diesen Differentialen
gehorige natiirliche Abstand nur dann ermittelt werden kann, wenn die das Gravitati-
onsfeld bestimmenden Grofien g, bekannt sind. Man kann dies auch so ausdriicken:
Das Gravitationsfeld beeinflusst die Messkorper und Uhren in bestimmter Weise.

Aus der Fundamentalgleichung

nv

sieht man, dass es zur Festlegung der physikalischen Dimension der Grofien g, und
xy noch einer Festsetzung bedarf. Der Grofie ds kommt die Dimension einer Lange zu.

8 Vgl. z. B. A. Einstein, Ann. d. Phys. 4. 35. S. 903 ff.
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Wir wollen die x, ebenfalls als Laingen ansehen (auch x4), den Grofien Suv also keine
physikalische Dimension zuschreiben.

1.5 Bewegung kontinuierlich verteilter inkoharenter Massen
im beliebigen Schwerefeld

Zur Ableitung des Bewegungsgesetzes kontinuierlich verteilter inkohdrenter Massen
berechnen wir Impuls und ponderomotorische Kraft pro Volumeneinheit und wenden
hierauf den Impulssatz an.

Dazu haben wir zunédchst das dreidimensionale Volumen V unseres Massenpunktes zu
berechnen. Wir betrachten ein unendlich kleines (vierdimensionales) Stiick des Raum-
zeitfadens unseres materiellen Punktes. Sein Volumen ist

////dxldedx3dx4:th.

Fiithren wir statt der dx die nattirlichen Differentiale d¢ ein, wobei der Messkorper als
gegen den materiellen Punkt ruhend angenommen wird, so haben wir

///dgld€2d§3 =W

zu setzen, d. h. gleich dem , Ruhvolumen” des materiellen Punktes. Ferner haben wir

/d§4:ds,

wo ds dieselbe Bedeutung hat wie oben.
Sind die dx mit den d¢ verbunden durch die Substitution

dxll == Z“;{Udgg’,
g

so hat man

I —

oder

Vdt = Vpds - ‘ocggl .

10
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Da aber

v Hveo

ist, so besteht zwischen der Determinante

g = |guv
d. h. der Diskriminante der quadratischen Differentialform ds? und der Substitutionsde-
terminante ]agg‘ die Beziehung

7

2—_

g (|aeal)

|‘X@<f‘ =

0q ~

Man erhilt also fiir V die Beziehung
1
V=8

Hieraus ergibt sich mit Hilfe von (1.7), (1.8) und (1.9), wenn man % durch g ersetzt,

Vdt = VodS :

—§ = —Qo\/—ig-;guc?;-i?,
Wir bemerken, dass
dx,i'dxv

Onr = 0 g5 s

ein kontravarianter Tensor zweiten Ranges beztiglich beliebiger Substitutionen ist. Man
vermutet aus dem Vorhergehenden, dass der Impuls-Energiesatz die Form haben wird:

Lo (V8 801Ou) ~3 DV

) Suv _ _
Tr. e O =0. (r=1234)  (110)

11
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Die ersten drei dieser Gleichungen (¢ = 1,2,3) driicken den Impulssatz, die letz-
te (¢ = 4) den Energiesatz aus. Es erweist sich in der Tat, dass diese Gleichungen
beliebigen Substitutionen gegeniiber kovariant sind °. Ferner lassen sich die Bewegungs-
gleichungen des materiellen Punktes, von denen wir ausgegangen sind, aus diesen
Gleichungen durch Integration tiber den Stromfaden wieder ableiten.

Den Tensor ®,,, nennen wir den (kontravarianten) Spannungs-Energietensor der materi-
ellen Stromung. Der Gleichung (1.10) schreiben wir einen Giiltigkeitsbereich zu, der tiber
den speziellen Fall der Stromung inkohdrenter Massen weit hinausgeht. Die Gleichung
stellt allgemein die Energiebilanz zwischen dem Gravitationsfeld und einem beliebigen
materiellen Vorgang dar; nur ist fiir ©,,, der dem jeweiligen betrachteten materiellen
System entsprechende Spannungs-Energietensor einzusetzen. Die erste Summe in der
Gleichung enthilt die drtlichen Ableitungen der Spannungen bzw. Energiestromdichte
und die zeitlichen Ableitungen der Impuls- bzw. Energiedichte; die zweite Summe ist
ein Ausdruck fiir die Wirkungen, welche vom Schwerefeld auf den materiellen Vorgang
tibertragen werden.

1.6 Die Differentialgleichungen des Gravitationsfeldes

Nachdem wir die Impuls-Energiegleichung fiir die materiellen Vorgange (mechanische,
elektrische und andere Vorgange) mit Bezug auf das Gravitationsfeld aufgestellt haben,
bleibt uns noch folgende Aufgabe. Es sei der Tensor O, fiir den materiellen Vorgang
gegeben. Welches sind die Differentialgleichungen, welche die Groflen gj, d. h. das
Schwerefeld zu bestimmen gestatten? Wir suchen mit anderen Worten die Verallgemei-
nerung der Poisson’schen Gleichung

Ap =4mko .

Zur Losung dieser Aufgabe haben wir keine so vollkommen zwangsldufige Methode
gefunden, wie fiir die Losung des vorhin behandelten Problems. Es war nétig, einige
Annahmen einzufiihren, deren Richtigkeit zwar plausibel erscheint, aber doch nicht
evident ist.

Die gesuchte Verallgemeinerung wird wohl von der Form sein

K- Ouy =y, (1.11)

wo « eine Konstante, I';, ein kontravarianter Tensor zweiten Ranges ist, der durch
Differentialoperationen aus dem Fundamentaltensor g,, hervorgeht. Dem Newton-
Poisson’schen Gesetz entsprechend wird man geneigt sein zu fordern, dass diese Glei-
chungen (1.11) zweiter Ordnung sein sollen. Es muss aber hervorgehoben werden, dass

9 Vgl. Kapitel 2, Abschnitt 2.5, Unterabschnitt 2.5.1

12
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es sich als unmoglich erweist, unter dieser Voraussetzung einen Differentialausdruck I',,,
zu finden, der eine Verallgemeinerung von A¢ ist, und sich beliebigen Transformationen
gegentiber als Tensor erweist 1°. A priori kann allerdings nicht in Abrede gestellt werden,
dass die endgiiltigen, genauen Gleichungen der Gravitation von hoherer als zweiter Ord-
nung sein konnten. Es besteht daher immer noch die Moglichkeit, dass die vollkommen
exakten Differentialgleichungen der Gravitation beliebigen Substitutionen gegeniiber
kovariant sein konnten. Der Versuch einer Diskussion derartiger Moglichkeiten wire
aber beim gegenwirtigen Stand unserer Kenntnis der physikalischen Eigenschaften
des Gravitationsfeldes verfriiht. Deshalb ist fiir uns die Beschrankung auf die zweite
Ordnung geboten und wir miissen daher darauf verzichten, Gravitationsgleichungen
aufzustellen, die sich beliebigen Transformationen gegentiber als kovariant erweisen.
Es ist iibrigens hervorzuheben, dass wir keinerlei Anhaltspunkte fiir eine allgemeine
Kovarianz der Gravitationsgleichungen haben 1.

Der Laplace’sche Skalar Ag ergibt sich aus dem Skalar ¢, indem man von diesem die
Erweiterung (den Gradienten), und dann von diesem den inneren Operator (die Diver-
genz) bildet. Beide Operationen kann man derart verallgemeinern, dass sie an jedem
Tensor von beliebig hohem Rang ausgefiihrt werden kénnen, und zwar unter Zulassung
beliebiger Substitutionen der Grundvariablen !2. Aber es degenerieren diese Operatio-
nen, wenn sie an dem Fundamentaltensor g, ausgefiihrt werden '3. Es scheint daraus
hervorzugehen, dass die gesuchten Gleichungen nur beztiglich einer gewissen Grup-
pe von Transformationen kovariant sein werden, welche Gruppe uns aber vorlaufig
unbekannt ist. Bei dieser Sachlage erscheint es mit Riicksicht auf die alte Relativitatstheo-
rie natiirlich, anzunehmen, dass in der gesuchten Transformationsgruppe die linearen
Transformationen enthalten seien. Wir fordern also, dass Iy, ein Tensor beziiglich belie-
biger linearer Transformationen sein soll.

Man beweist nun leicht (durch Ausfithrung der Transformation) die folgenden Sitze:

1. Ist ©yp...1 ein kontravarianter Tensor vom Rang 1 beziiglich linearer Transforma-
tionen, so ist

00,p..1
dxy

E')’yv‘
I

ein kontravarianter Tensor vom Rang n + 1 beziiglich linearer Transformationen
(Erweiterung) 4.

10 Vgl. Kapitel 2, Abschnitt 2.5, Unterabschnitt 2.5.2

11 Vgl. hierzu noch die am Anfang des Abschnitt 1.7 gegebenen Uberlegungen.
12 Kapitel 2, Abschnitt 2.3

13 Vgl. die Anm. auf Seite 32 im Kapitel 2, Abschnitt 2.3

14 Yuv ist der zu gy, reziproke kontravariante Tensor (Kapitel 2, Abschnitt 2.2).
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2. Ist ©4p.. 2 ein kontravarianter Tensor vom Rang 7 beziiglich linearer Transforma-
tionen, so ist

y 004p...1
1 Jdx A
ein kontravarianter Tensor vom Rang n — 1 beziiglich linearer Transformationen

(Divergenz).

Fiihrt man an einem Tensor der Reihe nach diese beiden Operationen aus, so erhédlt man
einen Tensor, der wiederum vom gleichen Rang ist, wie der urspriingliche (Operation A,
an einem Tensor vorgenommen). Fiir den Fundamental-Tensor v, erhdlt man

d 9V
Zaxa . <%‘l3 dxg ) ’ (@)
Dass dieser Operator mit dem Laplace’schen Operator verwandt ist, erkennt man ferner

durch folgende Betrachtung. In der Relativitdtstheorie (Fehlen des Gravitationsfeldes),
wadre zu setzen

gu=gn=gn=-1 gu=c% Suv =0, fup#v;

also

1
Y11= Y22 = 733 = —1, T“= 3 Yuv =0, fip#v.

Ist ein Gravitationsfeld vorhanden, welches gentigend schwach ist, d. h. unterscheiden
sich die g, und 7, von den soeben angegebenen Werten nur unendlich wenig, so
erhdlt man an Stelle des Ausdrucks (a) unter Vernachldssigung der Glieder vom zweiten
Grad

_|_ - .
ox3 2 9x}

_ <az')’yv az'ﬁtv

az'Vyv 1 827;11/
ox? ox3 '

Ist das Feld ein statisches und nur g44 variabel, so kommen wir also auf den Fall der
Newton’schen Gravitationstheorie, falls wir den gebildeten Ausdruck bis auf eine Kon-
stante fiir die Grofse ', setzen.

Man konnte demnach denken, es miisse der Ausdruck (a) bis auf einen konstanten
Faktor bereits die gesuchte Verallgemeinerung von A¢ sein. Dies wére aber ein Irrtum;
denn es konnten neben jenem Ausdruck noch solche Terme in einer derartigen Ver-
allgemeinerung auftreten, die selbst Tensoren sind und bei Durchfithrung der eben
angefiihrten Vernachldssigungen verschwinden. Es tritt dies immer dann ein, wenn
zwei erste Ableitungen der Suv bzw. Yuv miteinander multipliziert erscheinen. So ist z. B.

14
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Zagtxﬁ _ a'}’zxﬁ
T dx, dxy

ein kovarianter Tensor zweiten Ranges (gegeniiber linearen Transformationen); derselbe
wird unendlich klein zweiter Ordnung, wenn die Grofien g, 5 und 7, 5 von Konstanten
nur um Unendlich-Kleine erster Ordnung abweichen. Wir miissen daher zulassen, dass
in Iy, neben () noch andere Terme auftreten, die vorlaufig nur die Bedingung erfiillen
miissen, dass sie zusammen linearen Transformationen gegeniiber Tensorcharakter be-
sitzen miissen.

Zur Auffindung dieser Terme dient uns der Impulsenergiesatz. Damit die benutzte
Methode klar hervortritt, will ich sie zunédchst an einem allgemein bekannten Beispiel
anwenden.

In der Elektrostatik ist — Q die v'* Komponente des pro Volumeneinheit auf die Mate-
rie iibertragenen Impulses, falls ¢ das elektrostatische Potential, ¢ die elektrische Dichte
bedeutet. Es ist eine Differentialgleichung fiir ¢ gesucht, derart, dass der Impulssatz
stets erfiillt ist. Es ist wohlbekannt, dass die Gleichung

9%¢
L ox2 ¢
die Aufgabe 16st. Dass der Impulssatz erfiillt ist, geht hervor aus der Identitat
y 2 (2009 2 (15 (09)) 39 gl ( 99
P dx; \9x, dxy 0x, \2 m dxy C9x, m 8xﬁ T 9xy Q)

Wenn also der Impulssatz erfiillt ist, muss fiir jedes v eine identische Gleichung von

folgendem Bau existieren: Auf der rechten Seite steht — 52 multipliziert mit der linken
Seite der Differentialgleichung ,auf der linken Seite der Ident1tat steht eine Summe von
Differentialquotienten.

Wire die Differentialgleichung fiir ¢ noch nicht bekannt, so liefse sich das Problem von
deren Auffindung auf dasjenige der Auffindung jener identischen Gleichung zurtickfiih-
ren. Es ist nun fiir uns die Erkenntnis wesentlich, dass jene Identitét sich ableiten ldsst,
wenn einer der in ihr auftretenden Terme bekannt ist. Man hat nichts weiteres zu tun,
als die Regel von der Differentiation eines Produktes in den Formen

Jd Ju Jdov
oxy (uo) = axVH vau
und
uav 9 () — auv
Jdx, 0dxy 0xy

15
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wiederholt anzuwenden und schlieSlich die Glieder, welche Differentialquotienten sind,
auf die linke Seite, die tibrigen auf die rechte Seite zu stellen. Geht man z. B. von dem
ersten Glied der obigen Identitit aus, so erhdlt man der Reihe nach

woraus durch Anordnen die obige Identitédt hervorgeht.
Wir wenden uns nun unserem Problem wieder zu. Aus Gleichung (1.10) geht hervor,

dass . 3
8
E-Z,/—g- a;“ @uy, (0=1,234)
uv

ag

der pro Volumeneinheit auf die Materie vom Gravitationsfeld tibertragene Impuls (bzw.
Energie) ist. Damit der Energie-Impulssatz erfiillt sei, miissen die Differentialausdriicke
',y der Fundamentalgrofien vy, welche in die Gravitationsgleichungen

K-Ouy =Ty
eingehen, so gewiéhlt werden, dass

1 ag;u/
E'Z\/_g' ox L

nv v

sich derart umformen ldsst, dass er als Summe von Differentialquotienten erscheint.
Es ist andererseits bekannt, dass in dem fiir I';;, zu suchenden Ausdruck der Term (a)
erscheint. Die gesuchte identische Gleichung ist also von folgender Gestalt:

Summe von Differentialquotienten
_ 1 d g nv 0 0 ’YV v
LV G, {X[;ax (Waxﬁ )

+ weitere Glieder, die bei Bildung der ersten Anndherung wegfallen.}

Hierdurch ist die gesuchte Identitdt eindeutig bestimmt; bildet man sie nach dem ange-
deuteten Verfahren 2, so erhilt man:

15 Vgl. Kapitel 2, Abschnitt 2.5, Unterabschnitt 2.5.3
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d

Xy

D

apte

_ — Iguv 1 a< — avyv>_ 9Yut 9w
yzvv 8 {%\/Tg Yapv —8 ax[; Z')’(xﬁgrg 9xs

0X, wfro dxp

agrg a')’Tg
_4'0‘;97””%"3 dxy Oxg [

Y70 E)gTQ 0Y70 9870
(e ) b (v )

8X5

agrg a’)’rg
YauY
a;g “nTBY Yy, dxp

(1.12)

Der in der geschweiften Klammer der rechten Seite stehende Ausdruck Iy, ist demnach
der von uns gesuchte Tensor, der in die Gravitationsgleichungen

kOuy = Tyy

eintritt. Um diese Gleichungen besser tiberblicken zu kénnen, fithren wir folgende Ab-
kiirzungen ein:

d871g 9Y7rq 1 987g a'YTQ> (1.13)

“2 b = ) <%‘”75V dxy 0xp 2B, ox
«pTeo “

%, sei als , kontravarianter Spannungs-Energietensor des Gravitationsfeldes” bezeich-

net. Den zu ihm reziproken kovarianten Tensor bezeichnen wir mit tyy; esist also

_ agTQ a'YTQ 1 agTQ a'YTQ
2Kty = a[;m ( 9%, ax, 28T 95, ax, ) : (1.14)

Ebenfalls zur Abkiirzung fithren wir folgende Bezeichnungen ein fiir Differentialope-
rationen, ausgefiihrt an den Fundamentaltensoren «y bzw. g:

Yy 9Yut 9Yvo
A;,{]/ ZF ax <’le,3\/_g‘ axﬁ ) - Z ’)/D(ﬁgTQ axtx aXﬁ 7 (1.15)

apTe
bzw.
aglﬂ/ 3g;u agvg
;n/ Z\/— ax <'szﬁ\/ -8 8x,5> _D‘ﬁZTQ')’aﬂ'YTQ axa ax5 . (1~16)

Jeder dieser Operatoren liefert wieder einen Tensor der gleichen Art (beziiglich linearer
Transformationen).
Bei Verwendung dieser Abkiirzungen nimmt die Identitét (1.12) die Form an:

17
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Iguv
Zaxv \/7 & 8op- KﬁVV}_ Z\/ﬁ g} { AVV )+K19yv}/ (112a)

oder auch

3 D7
Y5 V8 T Kb} = Z\ﬁ T {oDu(g) — kb (112b)
v @1

Schreiben wir die Erhaltungsgleichung (1.10) der Materie und die Erhaltungsgleichung
(1.124) fur das Gravitationsfeld in der Form

0 1 Aguv
Y5 V88 Out =53 V8 5 O =0 (1.10)
pv v v o

0 1 ag v
Zax’{\/—g'gvu'ﬁuv}_52\/—8‘ axy “Ouy
nv H
d
Z /7 g;u/ ’)’),

y v

(1.12¢)

so erkennt man, dass der Spannungs-Energie-Tensor ¢,, des Gravitationsfeldes in den
Erhaltungssatz fiir das Gravitationsfeld genau ebenso eintritt, wie der Tensor ®,,, des
materiellen Vorganges in den Erhaltungssatz fiir diesen Vorgang, ein bemerkenswerter
Umstand bei der Verschiedenheit der Ableitungen beider Satze.

Aus der Gleichung (1.12a) folgt als Ausdruck fiir den Differentialtensor, der in die Gravi-
tationsgleichungen eingeht

Tyv = Do (7y) — - Oy (1.17)

Die Gravitationsgleichungen (1.11) lauten also

A (7) =% (Opy +00) - (1.18)

Diese Gleichungen erfiillen eine Forderung, die unseres Erachtens an eine Relativi-
tatstheorie der Gravitation notwendig gestellt werden muss; sie zeigen namlich, dass
der Tensor ¢, des Gravitationsfeldes in gleicher Weise felderregend auftritt, wie der
Tensor ®,,, der materiellen Vorgénge. Eine Ausnahmestellung der Gravitationsenergie
gegeniiber allen anderen Energiearten wiirde ja zu unhaltbaren Konsequenzen fiihren.
Durch Addition der Gleichungen (1.10) und (1.124) findet man mit Riicksicht auf die
Gleichung (1.18)

9
Yo V=88 (O + )} =0. (1.19)
pv OAv
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Hieraus ersieht man, dass fiir Materie und Gravitationsfeld zusammen die Erhaltungs-
sédtze gelten.

Bei der bisher gegebenen Darstellung haben wir die kontravarianten Tensoren bevorzugt,
weil sich der kontravariante Spannungs-Energietensor der Stromung inkohdrenter Mas-
sen in besonders einfacher Weise ausdriicken ldsst. Indessen konnen wir die gewonnenen
Fundamentalbeziehungen ebenso einfach unter Benutzung kovarianter Tensoren aus-
driicken. Statt ©,, haben wir dann Ty, = } 4 g g« v Ou p als Spannungs-Energietensor
des materiellen Vorganges zugrunde zu legen. Statt Gleichung (1.10) erhalten wir durch
gliedweise Umformung

Jd 1
Yo V=g Te) +5 V=g
v v puv

Aus dieser Gleichung und (1.16) folgt, dass die Gleichungen des Gravitationsfeldes auch
in der Form

J
gﬂ-nvzo. (1.20)
o

—Dyy(g) =+ (tuy + Tyv) (1.21)

geschrieben werden kénnen, welche Gleichungen auch direkt aus (1.18) abgeleitet wer-
den konnen. Analog (1.19) besteht die Beziehung

d
ZR‘{E'7yV (Tm/+t¢7v)} =0. (1-22)

1.7 Einfluss des Gravitationsfeldes auf physikalische
Vorgange, speziell auf die elektromagnetischen Vorgange

Weil bei jeglichem physikalischen Vorgang Impuls und Energie eine Rolle spielen, diese
Letzteren aber ihrerseits das Gravitationsfeld bestimmen und von ihm beeinflusst wer-
den, miissen die das Schwerefeld bestimmenden Grofsen g, in allen physikalischen
Gleichungssystemen auftreten. So haben wir gesehen, dass die Bewegung des materiel-
len Punktes durch die Gleichung

5{/&}:0

uv

bestimmt ist, wobei

ds ist eine Invariante beliebigen Substitutionen gegeniiber. Die gesuchten Gleichungen,
welche den Ablauf irgend eines physikalischen Vorganges bestimmen, miissen nun
so gebaut sein, dass die Invarianz von ds die Kovarianz des betreffenden Gleichungs-
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systems zur Folge hat. Bei der Verfolgung dieser allgemeinen Aufgaben stofSen wir
aber zunéchst auf eine prinzipielle Schwierigkeit. Wir wissen nicht, beziiglich welcher
Gruppe von Transformationen die gesuchten Gleichungen kovariant sein miissen. Am
natiirlichsten erscheint es zunichst, zu verlangen, dass die Gleichungssysteme beliebi-
gen Transformationen gegentiber kovariant sein sollen. Dem steht aber entgegen, dass
die von uns aufgestellten Gleichungen des Gravitationsfeldes diese Eigenschaft nicht
besitzen. Wir haben fiir die Gravitationsgleichungen nur beweisen konnen, dass sie belie-
bigen linearen Transformationen gegeniiber kovariant sind; wir wissen aber nicht, ob es
eine allgemeine Transformationsgruppe gibt, der gegentiber die Gleichungen kovariant
sind. Die Frage nach der Existenz einer derartigen Gruppe fiir das Gleichungssystem
(1.18) bzw. (1.21) ist die wichtigste, welche sich an die hier gegebenen Ausfithrungen
ankniipft. Jedenfalls sind wir bei dem gegenwartigen Stand der Theorie nicht berechtigt,
die Kovarianz physikalischer Gleichungen beliebigen Substitutionen gegentiber zu for-
dern.

Anderseits aber haben wir gesehen, dass sich eine Energie-Impuls-Bilanzgleichung
fiir materielle Vorgédnge hat aufstellen lassen (Abschnitt 1.5, Gleichung (1.10)), wel-
che beliebige Transformationen gestattet. Es scheint deshalb doch natiirlich, wenn wir
voraussetzen, dass alle physikalischen Gleichungssysteme mit Ausschluss der Gravitati-
onsgleichungen so zu formulieren sind, dass sie beliebigen Substitutionen gegeniiber
kovariant sind. Die diesbeziigliche Ausnahmestellung der Gravitationsgleichungen
gegeniiber allen anderen Systemen héngt nach meiner Meinung damit zusammen, dass
nur erstere zweite Ableitungen der Komponenten des Fundamentaltensors enthalten
diirften.

Die Aufstellung derartiger Gleichungssysteme erfordert die Hilfsmittel der verallgemei-
nerten Vektoranalysis, wie sie im Kapitel 2 dargestellt ist.

Wir beschranken uns hier darauf, anzugeben, wie man auf diesem Weg die elektroma-
gnetischen Feldgleichungen fiir das Vakuum gewinnt 1. Wir gehen davon aus, dass die
elektrische Ladung als etwas Unverdnderliches anzusehen ist. Ein unendlich kleiner,
beliebig bewegter Korper habe die Ladung e und fiir einen mitbewegten Korper das Vo-
lumen dVj (Ruhvolumen). Wir definieren dLVo = gp als die wahre Dichte der Elektrizitat;
diese ist ihrer Definition nach ein Skalar. Es ist daher

dx,

Qo ds

ein kontravarianter Vierervektor, den wir umformen, indem wir die Dichte ¢ der Elektri-
zitét, auf das Koordinatensystem bezogen, durch die Gleichung

(v=1,2,34)

00 dVO = QdV

16 Vgl. hierzu auch die auf Seite 26 zitierte Abhandlung von Kottler, Abschnitt 1.4.
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definieren. Unter Benutzung der Gleichung

dVpds = /—g-dV -dt
des Abschnitts 1.5 erhilt man

dx, 1 dx,

0gs = =% ar’
d. h. den kontravarianten Vektor der elektrischen Stromung.
Das elektromagnetische Feld fithren wir zuriick auf einen speziellen, kontravarianten
Tensor zweiten Ranges ¢, (einen Sechservektor) und bilden den , dualen” kontrava-
rianten Tensor zweiten Ranges ¢7, nach der Methode, die im Kapitel 2, Abschnitt 2.4,
auseinandergesetzt ist (Formel (2.42)). Die Divergenz eines speziellen kontravarianten
Tensors zweiten Ranges ist nach Formel (2.40) des Kapitels 2, Abschnitt 2.4

=T (Vo ew)

Als Verallgemeinerung der Maxwell-Lorentz’schen Feldgleichungen setzen wir die Glei-
chungen an

D

v

d dx

I (V=8 o) = Q—dt” , (1.23)
d

Yoo (V-8 9i) =0, (1.24)

—~ Xy

deren Kovarianz demnach evident ist. Setzen wir

V=8 93=9 /=8 ¢a1=5Hy, /=8 P12="9;
V=8 Pra=—C, /-8 ¢u=-¢C, /-8 ¢u=—-C,

und

dx, o
dt wr
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so nimmt das Gleichungssystem (1.23) in ausfiihrlicher Schreibweise die Form an

09, 099y 9Ny

gy oz ot *

e, 09€, ¢,
+ ==

dx  Jdy 9z ¢

welche Gleichungen bis auf die Wahl der Einheiten mit dem ersten Maxwell’schen
System tibereinstimmen. Fiir die Bildung des zweiten Systems ist zundchst zu beachten,
dass zu den Komponenten

03,9y 9z, =€, =€y, =€,
von
V=8 Puv
die Komponenten
=&, =€y, =€, x5, 9y, 9z

der Ergdnzung f,, gehoren (Kapitel 2, Abschnitt 1.4, Formeln (2.41a)). Fiir den Fall des
Fehlens des Gravitationsfeldes ergibt sich hieraus das zweite System, d. h. Gleichung
(1.24) in der Form

de, ¢, 199,
_9¢& 0% 199

0x dz c2 ot =0

199, 109, 139,

=0.

Damit ist erwiesen, dass die aufgestellten Gleichungen wirklich eine Verallgemeinerung
derjenigen der gewohnlichen Relativitédtstheorie bilden.
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1.8 Kann das Gravitationsfeld auf einen Skalar
zuriickgefiihrt werden?

Bei der unleugbaren Kompliziertheit der hier vertretenen Theorie der Gravitation miis-
sen wir uns ernstlich fragen, ob nicht die bisher ausschlieslich vertretene Auffassung,
nach welcher das Gravitationsfeld auf einen Skalar ® zuriickgefiihrt wird, die einzig
nahe liegende und berechtigte sei. Ich will kurz darlegen, warum wir diese Frage vernei-
nen zu miissen glauben.

Es bietet sich bei Charakterisierung des Gravitationsfeldes durch einen Skalar ein Weg
dar, welcher dem im Vorhergehenden eingeschlagenen ganz analog ist. Man setzt als
Bewegungsgleichung des materiellen Punktes in Hamilton’scher Form an

(5{/<I>ds}:0,

wobei ds das vierdimensionale Linienelement der gewohnlichen Relativitatstheorie und
® ein Skalar ist, und geht dann ganz analog vor wie im Vorhergehenden, ohne die
gewohnliche Relativitidtstheorie verlassen zu miissen.

Auch hier ist der materielle Vorgang beliebiger Art durch einen Spannungs-Energie-
Tensor Ty, charakterisiert. Aber es ist bei dieser Auffassung ein Skalar mafigebend fiir
die Wechselwirkung zwischen Gravitationsfeld und materiellem Vorgang. Dieser Skalar
kann, worauf mich Herr Laue aufmerksam machte, nur

ZTHV:P
1

sein, den ich als den , Laue’schen Skalar” bezeichnen will 7. Dann kann man dem Satz
von der Aquivalenz der tragen und der schweren Masse auch hier bis zu einem ge-
wissen Grad gerecht werden. Herr Laue wies mich ndmlich darauf hin, dass fiir ein

abgeschlossenes System
[ Pav = [ Tudc

ist. Hieraus ersieht man, dass fiir die Schwere eines abgeschlossenen Systems auch
nach dieser Auffassung seine Gesamtenergie mafsgebend ist. Die Schwere nicht abge-
schlossener Systeme wiirde aber von den orthogonalen Spannungen T7; usw. abhdngen,
denen das System unterworfen ist. Daraus entstehen Konsequenzen, die mir unannehm-
bar erscheinen, wie an dem Beispiel der Hohlraumstrahlung gezeigt werden soll.

Fiir die Strahlung im Vakuum verschwindet bekanntlich der Skalar P. Ist die Strahlung
in einem masselosen spiegelnden Kasten eingeschlossen, so erfahren deren Wande
Zugspannungen, die bewirken, dass dem System, -als Ganzes genommen- eine schwere

17 Vgl. Kapitel 2, Abschnitt 1.2, letzte Formel.
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Masse [ Pdt zukommt, die der Energie & der Strahlung entspricht.
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Statt nun aber die Strahlung in einen Hohlkasten einzuschliefSen, denke ich mir dieselbe
begrenzt

yd 8 1. durch die spiegelnden Wande eines fest angeordneten
W, Schachtes S,

2. durch zwei vertikal verschiebbare spiegelnde Wande
Wi und W,, welche durch einen Stab fest miteinander
verbunden sind.

In diesem Fall betrégt die schwere Masse [ Pdt des bewegli-
W, ‘ chen Systems nur den dritten Teil des Wertes, der bei einem als
Ganzes beweglichen Kasten auftritt. Man wiirde also zum Em-
porheben der Strahlung entgegen einem Schwerefeld nur den
dritten Teil der Arbeit aufwenden miissen als in dem vorhin
betrachteten Fall, dass die Strahlung in einem Kasten einge-
schlossen ist. Dies erscheint mir unannehmbar. Ich muss freilich zugeben, dass fiir mich
das wirksamste Argument dafiir, dass eine derartige Theorie zu verwerfen sei, auf der
Uberzeugung beruht, dass die Relativitat nicht nur orthogonalen linearen Substitutionen
gegeniiber besteht, sondern einer viel weiteren Substitutionsgruppe gegeniiber. Aber
wir sind schon deshalb nicht berechtigt, dieses Argument geltend zu machen, weil wir
nicht imstande waren, die (allgemeinste) Substitutionsgruppe ausfindig zu machen,
welche zu unseren Gravitationsgleichungen gehort.
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Von Marcel Grossmann.

2.1 Einleitung

Die mathematischen Hilfsmittel fiir die Entwicklung der Vektoranalysis eines Gravitati-
onsfeldes, das durch die Invarianz des Linienelementes

ds? = Zgw,dx}, dx,
uv

charakterisiert ist, gehen zuriick auf die fundamentale Abhandlung von Christoffel !
iiber die Transformation der quadratischen Differentialformen. Ricci und Levi-Civita 2
haben, ausgehend von den Christoffel’schen Resultaten, ihre Methoden der absoluten, d.
h. vom Koordinatensystem unabhéngigen Differentialrechnung entwickelt, die gestatten,
den Differentialgleichungen der mathematischen Physik eine invariante Form zu geben.
Da aber die Vektoranalysis des auf beliebige krummlinige Koordinaten bezogenen eu-
klidischen Raumes formal identisch ist mit der Vektoranalysis einer beliebigen, durch
ihr Linienelement gegebenen Mannigfaltigkeit, so bietet es keine Schwierigkeiten, die
vektoranalytischen Begriffsbildungen, wie sie in den letzten Jahren von Minkowski,
Sommerfeld, Laue u. a. fiir die Relativititstheorie entwickelt worden sind, auszudehnen
auf die vorstehende allgemeine Theorie von Einstein.

Die allgemeine Vektoranalysis, die man so erhilt, erweist sich bei einiger Ubung als
ebenso einfach zu handhaben, wie die spezielle des drei- oder vierdimensionalen eukli-
dischen Raumes; ja die grofiere Allgemeinheit ihrer Begriffsbildungen verleiht ihr eine
Ubersichtlichkeit, die dem Spezialfall haufig genug abgeht.

Die Theorie der speziellen Tensoren (Abschnitt 1.4) ist in einer wiahrend des Entstehens
dieser Arbeit erschienenen Abhandlung von Kottler ® vollstindig behandelt worden
und zwar, was im allgemeinen Fall nicht moéglich ist, auf Grund der Theorie der Inte-

1 Christoffel, Uber die Transformation der homogenen Differentialausdriicke zweiten Grades, J. f. Math.

70 (1869), S. 46.

Ricci et Levi-Civita, Méthodes de calcul difféerentiel absolu et leurs applications, Math. Ann. 54 (1901),
S. 125.

3 Kottler, Uber die Raumzeitlinien der Minkowskischen Welt, Wien. Ber. 121 (1912).

2
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gralformen.

Da sich an die Gravitationstheorie von Einstein, insbesondere aber an das Problem der
Differentialgleichungen des Gravitationsfeldes, eingehendere mathematische Untersu-
chungen werden kniipfen miissen, mag eine systematische Darstellung der allgemeinen
Vektoranalysis am Platze sein. Dabei habe ich mit Absicht geometrische Hilfsmittel
beiseite gelassen, da sie meines Erachtens wenig zur Veranschaulichung der Begriffsbil-
dungen der Vektoranalysis beitragen.

2.2 Allgemeine Tensoren

Es sei
ds? =) guydx,dx, (2.1)
nv

das Quadrat des Linienelementes, welches als invariantes Mafs des Abstandes zweier
unendlich-benachbarter Raum-Zeitpunkte betrachtet wird. Die folgenden Entwicklun-
gen sind, soweit keine andere Bemerkung gemacht wird, von der Anzahl der Variablen
unabhéngig; diese moge mit 1 bezeichnet sein.

Bei einer Transformation

x;i = xi(x], %5, ... x),) (i=1,2,...n) (2.2)

der Variablen, oder einer Transformation

Xi
/
Xk

g dxi =) picdx;
k

dxizz
k
0

N 2.3)
dx} = ; ax;i dx; = ; T dxy

ihrer Differentiale, transformieren sich die Koeffizienten des Linienelementes gemafs der
Formeln

g;s = Zpyrpvsgyv- (2.4)
TR

Es sei g die Diskriminante der Differentialform (2.1), d. h. die Determinante

g =gl -
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Ist v, die durch die Diskriminante dividierte (,normierte”), dem Element g, adjun-
gierte Unterdeterminante von g, so transformieren sich diese Grofsen vy, nach den
Formeln

’YT/’S - Znyr 7‘[1/5')/]41/. (2.5)

v

Wir definieren nun:

I Der Inbegriff eines Systems von Funktionen T;,;, ; der Variablen x heifse ein
kovarianter Tensor vom Rang A, wenn diese Grofien sich transformieren gemaf3
den Formeln

Tifl rp...T) = Z pil r pi27’2 A pi)\ ra ' Til iz...i)\ . (26)

iy iy

IT Der Inbegriff eines Systems von Funktionen ®;,;, ;, der Variablen x heifle ein kon-
travarianter Tensor vom Rang A, wenn diese GrofSen sich transformieren gemaf3
den Formeln

/ — . ) ; ... 4
®7’11’2...1’,\ - Z 7-[1] sl 7-[1272 s TEZAVA : ®1] 1p...1) * (2‘7)

iip iy

III Der Inbegriff eines Systems von Funktionen T; ;, iy Sk ok, der Variablen x heifSe
ein gemischter Tensor, kovariant vom Rang y, kontravariant vom Rang v, wenn
diese Grofien sich transformieren nach den Formeln

, f— . . . . . . . .
‘Irl 2oty /$182..5 Z Piyry Pigry - - - Pl,l T Ty sy Thysy » -+ Ty sy, ‘3:11 ip.iy/kika. Ky -
iyiy...iy
kiky...ky
(2.8)

Aus diesen Definitionen und den Gleichungen (2.4) und (2.5) folgt: Die Grofsen gy,
bilden einen kovarianten, die Grofien Tuv einen kontravarianten Tensor zweiten Ranges,
die Fundamentaltensoren des Gravitationsfeldes im Fall n = 4.

Die GrofSen dx; bilden nach Gleichung (2.3) einen kontravarianten Tensor ersten Ranges.
Tensoren ersten Ranges nennt man auch Vektoren erster Art oder Vierervektoren bei

4 Unsere kovarianten (kontravarianten) Tensoren vom Rang A sind also identisch mit den , kovarianten

(kontravarianten) Systemen A" Ordnung” von Ricci und Levi-Civita und werden von diesen Auto-
ren bezeichnet mit Xy, ,...r, bzw. X127, So viele Vorteile diese letztere Bezeichnung auch bietet,
so haben uns doch Komplikationen in zusammengesetzteren Gleichungen gezwungen, die obigen
Bezeichnungen zu wéhlen, also kovariante Tensoren mit lateinischen, kontravariante mit griechischen,
gemischte mit deutschen Buchstaben zu bezeichnen. Kovariante und kontravariante Tensoren sind
besondere Fille der gemischten Tensoren.
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n=4.
Unmittelbar aus der Definition der Tensoren ergeben sich die folgenden algebraischen
Tensoroperationen:

1. Die Summe zweier gleichartiger Tensoren vom Rang A ist wieder ein gleichartiger
Tensor vom Rang A, dessen Komponenten durch Addition der entsprechenden
Komponenten beider Tensoren entstehen.

2. Das dufiere Produkt zweier kovarianter (kontravarianter) Tensoren vom Rang
A bzw. p ist ein kovarianter (kontravarianter) Tensor vom Rang A + y mit den
Komponenten

Tiiy.izkikaky = Aivig iy Byky ks (2.9)
bzw.

i !
Oniy..izkikydy = Piyiniy * Yigky. k- (2.9

3. Als inneres Produkt zweier Tensoren bezeichnen wir

a) den kovarianten Tensor

1i1 121/\ Ik]kzk : ‘llll l’2...l’)J(1k2...k, 7 (2'10)
M H
Ky kg ..k

b) den kontravarianten Tensor

Oiirin = Y, Akkyoky Pty iskikyook, / (2.11)
kiks K,

¢) den gemischten Tensor

57’1 T’z...?’ﬂ/sl 52...5y = Z Akl kz...k,\?’l r2...Ty : q)kl kz...k/\sl 52...5y 7 (2'12)
kiky ...k,

oder ganz allgemein, die drei Félle a) bis c) mit enthaltend

Trl 2. Ty iy U ..U /5182 ...y V1 V2 ... Up

- 2 2‘1’11’2.A.TI'[/k]kz...k/\Ulvz...Uﬁ : %k]kz...k/\ uy uz.l.u,,c/slszl..sv *
klkz...k)\

Die der gewohnlichen Vektoranalysis entnommenen Bezeichnungen ,dufieres und
inneres Produkt” rechtfertigen sich, weil jene Operationen sich letzten Endes als

29



2 Mathematischer Teil

besondere Félle der hier betrachteten ergeben.
Ist in den Féllen a) oder b) der Rang A gleich Null, so ist das innere Produkt ein
Skalar.

4. Reziprozitét eines kovarianten und eines kontravarianten Tensors. Aus einem
kovarianten Tensor vom Rang A bildet man den reziproken kontravarianten Ten-
sor vom Rang A durch A-fache innere Multiplikation mit dem kontravarianten

Fundamentaltensor:
Oiriyiy = Y Yiks Yisks -+~ Yirks * Thika.key + (2.13)
kika...ky
woraus durch Auflosung
Tiiin = Y. 8ikySiks - - 8inky - Okikoky (2.14)
kiky..k,

wird. Man findet daher aus einem Tensor einen Skalar, in dem man ihn mit seinem
reziproken Tensor multipliziert nach der Formel

Y. Tiiyoiy  Oiiyiy - (2.15)

iriy...iy
Ein kovarianter (kontravarianter) Tensor ersten Ranges (Vierervektor bei n = 4)
hat die Invariante

Y ik Ti Tk
ik
beziehungsweise
) 8ikOiOk.
ik

In der gewohnlichen Relativitdtstheorie ist die Kontravarianz identisch der Kova-
rianz und obige Invariante wird zum Quadrat des Betrages des Vierervektors

T:+ T, + T2+ T7.

Ein kovarianter (kontravarianter) Tensor zweiten Ranges hat die Invariante

Y vik Tik
ik

beziehungsweise
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Y gk ik,
i

die im Fall der bisherigen Relativitdtstheorie zu

Txx + Tyy + Tzz + Tll

wird.?

2.3 Differentialoperationen an Tensoren

Wir fiihren folgende allgemeine Definitionen ein:

I. Als Erweiterung eines kovarianten (kontravarianten) Tensors vom Rang A bezeich-
nen wir den kovarianten (kontravarianten) Tensor vom Rang A + 1, der durch
,kovariante (kontravariante) Differentiation” aus jenem hervorgeht.

Nach Christoffel (I.c.) ist

0Ty 1, ..
Trlrz...r/\s = erzs A
r1s r2 s TAS (2'16)
- ; k Tkrz...r)\ + k Trlk...m + 4+ k Tr1 ...k

ein kovarianter Tensor vom Rang A + 1, der aus dem kovarianten Tensor vom
Rang A hervorgeht. Ricci und Levi-Civita nennen die Differentialoperation der
rechten Seite dieser Gleichung die , kovariante Differentiation” des Tensors Ty, , ...r, .
Hierbei bedeutet

rs rs
b=z .17)

5 Wir verzichten im Folgenden darauf, jeweils die besondere Form anzugeben, welche unsere Formeln
im Fall der gewohnlichen Relativitdtstheorie annehmen, begntigen uns vielmehr damit, hinzuweisen
auf die nachstehenden Darstellungen:

a) Minkowski, Die Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen Vorgiange in bewegten Koérpern,
Gottinger Nachrichten 1908.

b) Sommerfeld, Zur Relativitdtstheorie I und II, Ann. d. Physik, vierte Folge, 32 (1910) und 33
(1910).

¢) Laue, Das Relativitdtsprinzip. Die Wissenschaft, Heft 38, 2. A. (1913).
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rs| 1 08rt  0&st . 9grs
[t} 2 <8xs + ox, oxt /)’ (2.18)

7] und {"'} sind die Christoffel’schen Drei-Indizes-Symbole erster bzw. zweiter
Art; durch Auflosung der Gleichungen (2.17) findet man

rs rs
[u} :Zt:gut{ , }.6 (2.19)

Fiithrt man in die Gleichung (2.16) an Stelle der kovarianten Tensoren die zu ihnen
reziproken kontravarianten Tensoren ein, so erhdlt man als ,kontravariante Erwei-
terung”

00 ik ik
®r17’2..,r/\s = Zr)’si (51;27’)\ + {rl } @krz...m + {72} ®r1k...m t.
ik L

ik
+{r/\} ®1’11’2...k> .

(2.20)

6 Aufgrund dieser Formeln beweist man leicht, dass die Erweiterung des Fundamentaltensors identisch

verschwindet.
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II.

III.

Als Divergenz eines kovarianten (kontravarianten) Tensors vom Rang A bezeichnen
wir den kovarianten (kontravarianten) Tensor vom Rang A — 1, der durch innere
Multiplikation der Erweiterung mit dem kontravarianten (kovarianten) Fundamen-
taltensor entsteht.

Somit ist die Divergenz des kovarianten Tensors T;,,, ..., der Tensor

Tryrsrn = 3, Yo Triras s (2.21)

ST

und die Divergenz des kontravarianten Tensors ©;, , ..., ist der Tensor

®rzr3...r)\ = Z sr ®r1 T)S - (222)

ST

Die Divergenz eines Tensors geht nicht eindeutig aus diesem hervor; das Resultat
andert sich im Allgemeinen, wenn man in den Gleichungen (2.21) und (2.22) rq
durch einen der Indizes r;, r3 ... 7, ersetzt.

Als verallgemeinerte Laplace’sche Operation an einem Tensor bezeichnen wir
die Aufeinanderfolge der Erweiterung und der Divergenz. Die verallgemeinerte
Laplace’sche Operation ldsst daher aus einem Tensor einen gleichartigen gleichen
Ranges hervorgehen.

Von besonderem Interesse sind die Falle A =0, 1, 2.

a) A =0.
Der Ausgangstensor ist ein Skalar T, den wir als ko- oder kontravarianten
Tensor vom Rang 0 betrachten kénnen.

_adT
" 9x,
ist die kovariante Erweiterung des Skalars T, d. i. ein kovarianter Tensor ersten

Ranges (kovarianter Vierervektor fiir n = 4), den man den Gradienten des
Skalars nennt. Die Invariante

(2.23)

0T 9T
Z')’rs 9% 9%. (2.24)

rs

ist der erste Beltramische Differentialparameter des Skalars T.
Um die Divergenz des Gradienten zu bilden, hat man aus seiner Erweiterung

02T rs] oT
Irs = 539w, _;{ k } Xk

den Skalar
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Z’)/TS TI’S
rs

zu bilden, dem man die Form

1 0

oT
5 Lo, <\/§%saxr> (2.25)

geben kann”’. Die Divergenz des Gradienten ist das Resultat der verallgemei-
nerten Laplace’schen Operation ausgefiihrt am Skalar T und ist identisch mit
dem zweiten Beltramischen Differentialparameter des Skalars T.

b) A =1.
Der Ausgangstensor sei ein kovarianter Vierervektor, konnte aber ebenso gut

ein kontravarianter Vierervektor sein.
Die kovariante Erweiterung ist nach (2.16)

oT, rs
Tys = x Z{ v } Ty . (2.26)

k

Die Divergenz ist

a7, rs
;:'Yrs Trs = Z'Yrs (axs - { k } Tk) ’ (2-27)

rsk

der wir nach (2.17) die Form geben:

_ d 9Yrs
;'Yrs Tys = Zk:l (axs ('Yrs Tr) dxs T,
rs (2.28)

1 dgr1 081 9grs

7 Siehe z. B. Bianchi-Lukat, Vorlesungen tiber Differentialgeometrie, erste Auflage, S. 47; oder auch die
Umrechnung der Divergenz eines Vierervektors im nachstehenden Fall b).
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Eliminiert man %A;r: vermoge der Formel ®
0Yrs a8 o0
= - -, 2.29
axt ;779’)/5[7 axt ( )

so heben sich in Gleichung (2.28) die drei mittleren Glieder unter dem Sum-
menzeichen auf und es bleibt neben dem ersten Glied

1 d8rs alog\/g
I =) Ty ———,
rSklz’Y S Y1 Tk L Vit Tk 91,

so dass man fiir die Divergenz des kovarianten Vierervektors 9 findet

Y s Trs = — E 5 (V&) . (2.30)
rs S

) A=2.
Der Ausgangstensor sei ein kontravarianter Tensor zweiten Ranges ©, dessen
Erweiterung nach Formel (2.20) lautet

8@,5 ik ik
rst Z')’tz ( o { }G)ks + { s }®rk> . (2-31)

Hieraus ergibt sich als Divergenz des kontravarianten Tensors ©,s entweder
die Zeilendivergenz

00, sk sk
®r = ngt(’*)rst = Z ( 9 + { }@ks { s }(H)rk) , (232)
st sk s

oder die Kolonnendivergenz

8 Diese Formel, die wir auch in Abschnitt 1.5 bei der Aufstellung der Differentialgleichungen des
Gravitationsfeldes verwenden, beweisen wir folgendermaflen:
Es ist

Y 8i1vki =ik (Ooderl),
)

also

9 E)

wo t irgendeine der Zahlen 1, 2, ... n ist.

Fiir ein bestimmtes k erhélt man so n Gleichungen (i = 1,2,...7n) mit den n Unbekannten aix"[l,
(I1=1,2,...n), deren Auflosung die Formel des Textes liefert.

Zu dem namlichen Ergebnis gelangt Kottler (l.c.) ausgehend von einem speziellen Tensor dritten

Ranges (vgl. Abschnitt 1.4 dieser Abhandlung) mit Hilfe der Theorie der Integralformen.
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00, rk rk
@szztgrt®rstzz< I, +{ , }@ks+{ s }®rk) , (233)

rk

zwei Differentialoperationen, die fiir symmetrische Tensoren zusammenfallen.
Weil

rk\ rk] «1 0gs dlog.\/g
Z{ r } _;%s[s] _25%5 dxr  0xg (2.34)

r rs

ist, so lasst sich die Formel (2.33) auch zusammenfassen in

1 0 rk
®s:\/§;axr<\/§'®rs)+§{s}®rk~ (2.35)

2.4 Spezielle Tensoren (Vektoren)

Ein kovarianter (kontravarianter) Tensor heifSe speziell, wenn seine Komponenten ein
System von alternierenden Funktionen der Grundvariablen bilden.

Die Komponenten eines speziellen Tensors sind demnach den folgenden Bedingungen
unterworfen:

1. Esist Ty, r,..r, = 0, wenn zwei der Indizes rq, 15, ... 7, einander gleich sind.

2. unterscheiden sich rq, 72, ...7, und sy, s, ...s) nur durch die Reihenfolge der Indi-
zes, soist Ty, r,..r, = £Tss,..5,,je nachdem ry, 1, ...7, und sy, s, ...s, Permuta-
tionen derselben Klasse sind oder nicht. Zwei Permutationen gehoren bekanntlich
zu der gleichen Klasse, wenn beide durch eine gerade bezw. ungerade Anzahl
von blofien Vertauschungen zweier Indizes aus der Grundpermutation 1,2, ...n
hervorgehen.

Die Anzahl der linear unabhédngigen Komponenten eines speziellen Tensors vom
Rang A ist demnach (}).

Die Theorie der speziellen Tensoren gestaltet sich vermoge dieser Eigenschaften einfa-
cher, aber auch reichhaltiger als die der allgemeinen Tensoren; sie ist von besonderer
Bedeutung fiir die mathematische Physik, weil die Theorie der Vektoren A" Art (Vierer-,
Sechservektoren bei n = 4) sich zuriickfiihren ldsst auf die speziellen Tensoren vom
Rang A. Vom Standpunkt der allgemeinen Theorie aus ist es zweckmaéfiiger von den
Tensoren auszugehen und die Vektoren lediglich als spezielle Tensoren zu behandeln.
Wichtig fiir die Vektoranalysis der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit

nv
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ist ein spezieller Tensor 1" Ranges, der mit der Diskriminante g des Linienelementes
verkniipft ist 1. Diese Diskriminante transformiert sich ja geméf der Gleichung

¢ =pg, (2.36)

axi

p = |pi| = ax,/(

die Funktionaldeterminante der Substitution ist. Gibt man /g fiir das urspriingliche Be-
zugssystem ein bestimmtes Vorzeichen, und setzt man fest, dass sich dieses Vorzeichen
bei einer Transformation d&ndern soll oder nicht, je nachdem die Substitutionsdetermi-
nante p negativ oder positiv ist, so hat die Gleichung

Ve =p8 (2.37)

exakte Bedeutung mit Einschluss der Vorzeichen.

Es sei nun &, 5, .., gleich Null, wenn zwei der Indizes einander gleich sind, dagegen +1,
wenn dies nicht der Fall ist und die Permutation rq, 15, ... 7, durch eine gerade bezw.
ungerade Anzahl von Vertauschungen zweier Indizes aus der Grundpermutation 1, 2,
...n hervorgeht.

Dann sind

erl 1.ty — 571 rp..ty ’ \/g (238)

die Komponenten eines speziellen kovarianten Tensors n-ten Ranges, den wir den
kovarianten Diskriminantentensor nennen wollen. Denn eine Transformation liefert
zundchst

/ — / — .
erlrz...rn - 5r1r2---7’n : \F - 5V17‘2~~~7’n ’pf'

da aber

p = E 5i]i2...i;1 : pﬁlpizZ' . ‘pinn = 57]7‘2---7’71 : E 5i]i2~--irz : pi]ﬁ pinZ ° 'pinrn

iyip in i1 in

ist, so folgt

Criryrn = V8 Z Oiviy...in = Pivry Piara - -+ Pinra s

iip...0p

10 Das ,System €” von Ricci und Levi-Civita, 1. c., pag. 135.
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also wegen der Definition (2.38)

/ — .. . . . .
rry..ty Z 81112...1” plll’l plz?’z e pl,,]’n .

i1 i

e

Fiir den reziproken kontravarianten Tensor findet man nach (1.13)

€i1 i2...in = § [ r)/l'1 sl ’)’izrz et r)’i,; Tn " er] Yo ...ty rs

r1ty ...ty
Eiriy.iy — \/g Z Oryrycry * Yirry Yigry «+ Vigry s
rry..ry
€iriyin = Oirinoin * /S Y Orryeara Yin V2rs - Yurs -

rr2...7Ty

Da aber die Determinante der normierten Unterdeterminanten ;.

1
|vikl = q
ist, so folgt

Oy iy ..ii
€iriy iy = % : (2.39)
Die Bedeutung des kovarianten (kontravarianten) Diskriminantentensors liegt darin,
dass seine innere Multiplikation mit einem kontravarianten (kovarianten) Tensor vom
Rang A einen gleichartigen Tensor vom Rang A — n liefert, wobei der Tensor von entge-
gengesetzter Art wird, wenn A — n negativ ist. (Ergdnzung des Tensors.)
Wenn

n=4

ist, so gibt es spezielle Tensoren bis zum vierten Rang, da alle speziellen Tensoren hohe-
ren Ranges identisch verschwinden.

Die nichtverschwindenden Komponenten eines speziellen kovarianten Tensors vierten
Ranges sind alle einander gleich oder entgegengesetzt gleich. Die Ergdnzung (innere
Multiplikation mit dem kontravarianten Diskriminantentensor) ergibt einen Skalar, so
dass die Differentialoperationen, die an einem speziellen Tensor vierten Ranges aus-
gefiihrt werden konnen, damit zurtickgefiihrt sind auf die Differentialoperationen an
einem Skalar.

Die Ergdnzung eines speziellen kovarianten Tensors dritten Ranges ist ein kontravarian-
ter Vektor erster Art.

Die Ergdanzung eines speziellen kovarianten Tensors zweiten Ranges ist ein kontravari-

38



2 Mathematischer Teil

anter, spezieller Tensor zweiten Ranges.

Endlich fiihrt die Ergédnzung eines speziellen kovarianten Vektors erster Art auf einen
kontravarianten Tensor dritten Ranges.

Die Untersuchung des Einflusses des Gravitationsfeldes auf die physikalischen Vor-
gange (Kapitel 1, Abschnitt 1.7) erfordert die eingehendere Behandlung der speziellen
Tensoren zweiten Ranges (Sechservektoren).

Ist ©,, ein spezieller Tensor zweiten Ranges, so reduziert sich seine Divergenz (Formel
(2.35))

=T )+ L o

wegen

auf

1 9
0, = ;ﬁa? (Vg:Ou) . (2.40)

Wir leiten ferner aus einem kontravarianten Tensor zweiten Ranges ©,,,, folgendermaflen
den dualen kontravarianten Tensor zweiten Ranges O, ab.
Wir bilden zuerst die Ergdnzung !!

1
Tix = 5 ) Cikpv Opu, (2.41)
]/l]/

oder also

Ty =8 O, Tiz=.8 On, Tu=.g On;

(2.41a)
Tz =+/¢-Ou, Tu=,/g03, Tu=.,/g-0Opn.
Der gesuchte duale Tensor ist nun reziprok zu dieser Ergdnzung, lautet daher
N 1
07 = Z'Yir'Yks Tix = B Z Yir Yks Cikuv ®yv- (2.42)

ik ikpv
Die Reihenfolge der beiden Operationen -Ergdnzung und Bildung des reziproken
Tensors- ist wegen der Reziprozitdt der beiden Diskriminantentensoren vertauschbar.

11 Der Faktor % dient zur Vereinfachung des Resultates, ohne invariantentheoretisch von Belang zu sein.
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2.5 Mathematische Erganzungen zum physikalischen Teil

2.5.1 Beweis der Kovarianz der Impuls-Energiegleichungen

Es ist zu beweisen, dass sich die Gleichungen (1.10) des Kapitel 1, die vom Faktor /-1
abgesehen lauten

-

v

0
\/> gtfy ;n/ - \/> Z giﬂ/ P’V_O (0':1,2,3,4)

dxy

beliebigen Transformationen gegentiber kovariant verhalten.
Nach Formel (2.35) ist die Divergenz des kontravarianten Tensors ©,,,

O = ;\}gzgcv (V& Ou) +Ek{vyk} S

Der zu diesem kontravarianten Vektor ©, reziproke kovariante Vektor T, ist also

1
TU:;g(T}l@]l: Z (\/gax (\f 8 8ou- )

Das letzte Glied dieser Summe ist aber gleich

vk o 1 agpur agvo' agw/
;{: |:a:|®vk—;/:2 < axv + ax‘u - axg > ‘®]lv~

Also bleibt

agw
T(T_Zfaxv (\f ggy‘ - 2 ax, yv/

12%

d. h. bis auf den Faktor —g die linke Seite der untersuchten Gleichung.

Dividiert man also jene Gleichung durch /g, so stellt ihre linke Seite die c-Komponente
eines kovarianten Vektors dar, ist also in der Tat kovariant. Man kann daher den Inhalt
jener vier Gleichungen auch so aussprechen:

Die Divergenz des (kontravarianten) Spannungs-Energie-Tensors der materiellen Stro-
mung bzw. des physikalischen Vorganges verschwindet.
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2.5.2 Differentialtensoren einer durch ihr Linienelement gegebenen
Mannigfaltigkeit

Das Problem der Aufstellung der Differentialgleichungen eines Gravitationsfeldes (Ka-
pitel 1, Abschnitt 1.6) lenkt die Aufmerksamkeit auf die Differentialinvarianten und
Differentialkovarianten der quadratischen Differentialform

ds? =Y guydx,dx, .
Hv

Die Theorie dieser Differentialkovarianten fithrt im Sinne unserer allgemeinen Vektor-
analysis auf die Differentialtensoren, die mit einem Gravitationsfeld gegeben sind. Das
vollstandige System dieser Differentialtensoren (beliebigen Transformationen gegen-
iiber) geht zuriick auf eine von Riemann '? und unabhéngig von diesem von Christoffel 3
gefundenen kovarianten Differentialtensor vierten Ranges, den wir den Riemann’schen
Differentialtensor nennen wollen und der folgendermafien lautet

_ _ 1 (0°8im | 9%8u %81 0 gmk

im] [kl ill [km
X (o] (o] - [ [71)-
;,: “\lo]|co o] | o
Durch kovariante algebraische und differentielle Operationen erhilt man aus dem Rie-
mann’schen Differentialtensor und dem Diskriminantentensor (Abschnitt 1.4, Formel
(2.38)) das vollstandige System der Differentialtensoren (also auch der Differentialinvari-
anten) der Mannigfaltigkeit.

(ik,1m) heilen auch die Christoffel’schen Vier-Indizes-Symbole erster Art. Von Bedeu-
tung sind neben diesen die Vier-Indizes-Symbole zweiter Art

i - 38 () (1)) e

die mit jenen in der Beziehung stehen

(2.43)

{io,Im}Y vor(ik,Im),  oder aufgelost
k

(ik,1m) Y gko {io, Im} . (2.45)
Q

12 Rjemann, Ges. Werke, S. 270.
13 Christoffel, . c., S. 26.
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Den Vier-Indizes-Symbolen zweiter Art kommt in der allgemeinen Vektoranalysis die
Bedeutung der Komponenten eines gemischten Tensors, kovariant vom dritten, kontra-
variant vom ersten Rang zu 4.

Die hervorragende Bedeutung dieser Begriffsbildungen fiir die Differentialgeometrie '°
einer durch ihr Linienelement gegebenen Mannigfaltigkeit macht es a priori wahrschein-
lich, dass diese allgemeinen Differentialtensoren auch fiir das Problem der Differential-
gleichungen eines Gravitationsfeldes von Bedeutung sein diirften. Es gelingt in der Tat
zundchst, einen kovarianten Differentialtensor zweiten Ranges und zweiter Ordnung
Gim anzugeben, der in jene Gleichungen eintreten konnte, namlich

Gim = Z’)’kl (lk,lﬂ’l) = Z{zk,km} . (2.46)
kl k

Allein es zeigt sich, dass sich dieser Tensor im Spezialfall des unendlich schwachen stati-
schen Schwerefeldes nicht auf den Ausdruck A¢ reduziert. Wir miissen daher die Frage
offen lassen, inwiefern die allgemeine Theorie der mit einem Gravitationsfeld verkniipf-
ten Differentialtensoren mit dem Problem der Gravitationsgleichungen zusammenhangt.
Ein solcher Zusammenhang miisste vorhanden sein, sofern die Gravitationsgleichungen
beliebige Substitutionen zuzulassen hitten; allein in diesem Fall scheint es ausgeschlos-
sen zu sein, Differentialgleichungen zweiter Ordnung aufzufinden. Wiirde dagegen
feststehen, dass die Gravitationsgleichungen nur eine gewisse Gruppe von Transfor-
mationen gestatten, so wére es verstandlich, wenn man mit den von der allgemeinen
Theorie gelieferten Differentialtensoren nicht auskommt. Wie im physikalischen Teil
ausgefiihrt ist, sind wir nicht imstande, zu diesen Fragen Stellung zu nehmen.

2.5.3 Zur Ableitung der Gravitationsgleichungen

Die von Einstein beschriebene Herleitung der Gravitationsgleichungen (Kapitel 1, Ab-
schnitt 1.6), wird im Einzelnen folgendermafien durchgefiihrt.
Wir gehen aus von dem in der Energiebilanz mit Gewissheit zu erwartenden Glied

B dguv 9 Yy
U= a%y Xy Xy (ﬁ%‘ﬁ dxp > 247)

14
15

Es folgt dies aus der Ersten der Gleichungen (2.45)
Das identische Verschwinden des Tensors R;i;,, stellt die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir dar, dass die Differentialform auf die Form }; dxi2 transformiert werden kann.
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und formen durch partielle Integration um '©. Es wird so

u= Y 9Ypv ag;w)

Yy 02 Suv
aBpv <\/>r)/“ﬁ ax Xy

— ) V8ap dxg 0Xs0Xy

aBuv

Xy

Die erste der auf der rechten Seite stehenden Summen hat die gewtinschte Form einer
Summe von Differentialquotienten und sei bezeichnet mit A, so dass

. a')’yv 3g;w
A_’ngé)xpé (f Tap oxg 0xg )

In der zweiten der rechts stehenden Summen fithren wir wieder partielle Integration
aus. Dann lautet die Identitit

(2.48)

B OYuv 9guv oguv 0
u_A_ZE)Jq,(f Tup Y ﬁ'axa)+2 axa'MT(\/g'%ﬁaxﬁ)'

xpuv xpuv

Die erste der rechts entstandenen Summen kann als eine Summe von Differentialen
geschrieben werden und moge mit

0 (g 25 o

B= ) ax(,<\/§%‘5 dxg 0Xq

xpuv

bezeichnet sein. In der zweiten Summe differenzieren wir aus. Dann wird

. agyv a’)’yv a\f a’)’yv a'Yac,B 0? Yuv
U_A_B—i_agv 0 Xy (nﬁ dxg 0Xg V8- dxg " 9x, Vs %‘ﬁaxﬂax ’

oder wenn man im zweiten Summanden die Formel (2.29) des Abschnitts 2.3 anwendet
und im dritten Summanden partiell integriert

ag,uv a’YVV \/g aglk ag‘uy a’)’yv aglk
H=a-b+ 7o ik V8 Vai Vpk
txﬁ%zk dxy dxp 2 *ox wﬁ%ik dxy  dxp PR 9 x,
9 0&uv Vv 0Yuy 9 dguv
‘f‘a%Vaxﬁ <\/§’70¢,3 s . Ixy ) aﬁz}gv 9x, W <\/§’)’aﬁ 9x, > .

Die beiden ersten Summen haben die Form von Gliedern, wie wir sie auf die linke Seite
unserer Identitit setzen. Wir bezeichnen sie mit

16 Die Herleitung der gesuchten Identitat vereinfacht sich, wenn wir den Faktor /8 unter das Differen-

tiationszeichen setzen, ohne dass das Resultat hiervon abhédngig wire.
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dgik Iguv 9 Vpv
Z VS Yaprik 2 (2.50)
aﬁywk 90X, " ox,  dxg
_ dgik , dguv 9Vuv
W_QZ' ax, V& MaiTpk g - 3%, (2.51)
Buvik

Die dritte der rechts stehenden S%mmen hat die Form einer Summe von Differential-
quotienten; eliminiert man in ihr %” vermoge jener Formel (2.29), so erweist sie sich
als die schon eingefiihrte Grofie A. In der letzten Summe endlich ersetzen wir nach der

. d . e
gleichen Formel %’:. Wir finden so

ag gyv

U-V+W=2A~- B"’aﬁ%lk'yw K 9xy oxp (f Tap axa>,
oder
. 8ng a ‘ ag;n/
U-VvV+W=2A-B —l—aﬁw”k 91, axﬁ <\/§ YapYuiYvk 9,
0gik 98uv d
V8 Yap s (Yuivvk) -
aﬁ%ik dXy 02Xy “5ax,3 (7 )

Die erste dieser Summen wird wegen (2.29), d. h. wegen

dguv dYik
TR o o

zu

dgik 9 07Yik
_ ;k axa@ (\/gf)/txﬁ axa> =-U.

Die zweite konnen wir, wegen der Vertauschbarkeit von i und k,  und v, schreiben als

d8ik
X,

guv Yk
V& Yap Vui 9xy dxg

aBuvik

a’)’zy 0 Vkv

agk
Ve %‘ﬁg?‘”ax oxg

0x,

aBuvik
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Die gesuchte Identitit lautet also

2U-V+W+2X=2A-B,
ist also identisch der im Kapitel 1, Abschnitt 1.6 gegebenen.

2.6 Bemerkungen

Zu Abschnitt 1.6 und 1.7. Beim Niederschreiben der Arbeit haben wir es als einen Mangel
der Theorie empfunden, dass es nicht gelungen ist, Gleichungen fiir das Gravitationsfeld
aufzustellen, welche allgemein, d.h. beliebigen Substitutionen gegeniiber, kovariant sind.
Nachtréglich fand ich aber, dass Gleichungen, welche die v, eindeutig aus den ©,,,
bestimmen, und welche allgemein kovariant sind, iiberhaupt nicht existieren kénnen;
der Beweis hierfiir ergibt sich wie folgt.

Es gebe in unserer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit einen Teil L, in welchem ein
~materieller Vorgang” nicht stattfinde, in welchem also die ®,,, verschwinden. Durch die
aufierhalb L gegebenen ©,,, sind gemifs unserer Annahme iiberall, also auch im Innern
von L die v,y vollkommen bestimmt. Wir denken uns nun statt der urspriinglichen
Koordinaten x, neue Koordinaten x; eingefiihrt von folgender Art. Aulerhalb L sei
tiberall x, = x/,; innerhalb L aber sei wenigstens fiir einen Teil von L und wenigstens
fiir einen Index v x, # x,. Es ist klar, dass durch eine derartige Substitution erreicht
werden kann, dass wenigstens fiir einen Teil von L 7;11/ # uv ist. Andererseits ist iiberall
@), = Oy, ndmlich aulerhalb L, weil fiir dieses Gebiet x;, = x, ist, innerhalb L aber,
weil fiir dies Gebiet ©,, = 0 = @;W ist. Hieraus folgt, dass in dem betrachteten Fall,
wenn alle Substitutionen als berechtigte zugelassen werden, zu dem namlichen System
der ©,, mehr als ein System der 7, gehort.

Wenn also -wie dies in der Arbeit geschehen ist- an der Forderung festgehalten wird,
dass durch die ©®,, die vy, vollstindig bestimmt sein sollen, so ist man gendtigt, die
Wahl des Bezugssystems einzuschranken. Diese Einschrankung wird in unserer Arbeit
dadurch erzielt, dass fiir den materiellen Vorgang und das Gravitationsfeld zusammen
die Giiltigkeit der Erhaltungssatze, d. h. die Giiltigkeit von vier Gleichungen von der
Gestalt der Gleichungen (1.19) postuliert wird. Aus diesem Postulat sind ja in Abschnitt
1.6 die Gleichungen (1.18) des Gravitationsfeldes abgeleitet.

Die Gleichungen (1.19) sind nur linearen Transformationen gegeniiber kovariant, so
dass also in der entwickelten Theorie nur lineare Transformationen als berechtigte Trans-
formationen anzusehen sind. Wir kénnen also die Achsen solcher Systeme als ,,gerade
Linien”, die Koordinatenflachen als , Ebenen” bezeichnen. Es ist sehr bemerkenswert,
dass die Erhaltungssitze uns in den Stand setzen, die gerade Linie physikalisch zu
definieren, trotzdem es nach unserer Theorie keinen Gegenstand oder Vorgang gibt, der
unmittelbar als Modell der geraden Linie dienen konnte, wie etwa der Lichtstrahl in der
gewohnlichen Relativitdtstheorie.
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Zu Abschnitt 1.5 und 1.6. Die Grundgleichungen der Theorie nehmen eine besonders
tibersichtliche Gestalt an, wenn man gemischte Tensoren einfiihrt. Setzt man

Lov :Z\/ _ggay®yv/ toy = Z\/ _ggtryl?yv/
H H
so erhilt man anstelle von (1.10)

0%,y 1 Iguv
= - — Trv.
; dx, 2;; X, Tur 2ty

Anstelle von (1.19) hat man

d
ZV:TXV (Tﬂv+tﬂv) = 0/

anstelle der Gleichungen (1.18) fiir das Gravitationsfeld

Z (\/jg%cﬁgw aa')zv> =% (Tov +tov) -
xBu B

Zu Abschnitt 1.8. Der in Abschnitt 1.8 gegen die Skalartheorie der Gravitation (Nord-
stromsche Theorie) erhobene Einwand hat sich nicht als stichhaltig erwiesen. Man
entgeht ihm, indem man die Ausdehnung der Korper in passender Weise vom Gravi-
tationspotential abhdngen ldsst. Genaueres hiertiber findet man in einem Vortrage des
Verfassers tiber den Gegenstand (Naturforscherversammlung zu Wien), der in der Phys.
Zeitschrift Ende 1913 erscheint.

dxy

ALBERT EINSTEIN
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