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! et les méthodes ingénieuses qu'il a congues pour

Les vastes problémes posés par Einstein
les résoudre, ainsi que les idées de grande portée et la formation de nouveaux concepts au
moyen desquels Mie? construit son électrodynamique, ont ouvert de nouvelles voies pour

I'investigation des fondements de la physique.

Dans ce qui suit - au sens de la méthode axiomatique - je voudrais développer,
essentiellement a partir de deux axiomes simples, un nouveau systeme d'équations de base de
la physique, d'une beauté idéale et contenant, je crois, simultanément la solution aux
problemes d'Einstein et de Mie. Je réserve pour des communications ultérieures le
développement detaillé et particulierement l'application spéciale de mes equations de base aux
questions fondamentales de la théorie de I"électricité.

Soit @, (5=1,2,3,4) des coordonnées quelconques etiquetant les points de I'espace de facon
essentiellement unique - ce que l'on appelle les paramétres de 'espace (coordonnées de
I'espace-temps les plus générales). Les quantités caractérisant les événements a @, sont:

1. Lesdix potentiels gravitationnels g, (i, v = 1,2,3,4) introduits par Einstein, ayant la
caractéristique d'un tenseur symeétrique par rapport a une transformation arbitraire des
parametres de I'espace w_;

2. Les quatre potentiels électrodynamiques . ayant le caractére d'un vecteur dans le méme

Sens.

Les processus physigues ne se déroulent pas de maniere arbitraire, mais sont régis par les
deux axiomes suivants :

1 Sitzungsber. d. Berliner Akad. 1914, 1030; 1915, 778, 799, 831, 844,

2 Ann. d. Phys. 1912, Vol. 37, 511; Vol. 39, 1; 1913, vol. 40, 1.
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Axiome | (axiome de Mie de la fonction de I'espace?) : La loi qui régit les processus physiques est
déterminée par une fonction de I'espace H qui contient les arguments suivants :

0Guv 0% Gy
Guvr Gut = Hom 0 Gk = 5o (1)
045
qSl qSl = ﬁ' (l,k = 1) 21 31 4) (2)

l
ou la variation de l'intégrale

fH\/Edw

, dw = dw,;dw,dw;dw,)

(9= |gw
doit disparaitre pour chacun des quatorze potentiels g,,, qs

Il est clair que les arguments (1) peuvent &tre remplacés par les arguments [

uv 92ghv
Hv uv = ag— d = L
g ’ gl glk 6‘(31 a‘lD'k' (3)

6‘(3'1
ol gH'est le sous-déterminant du déterminant g par rapport a son élément g, divisé par
g.

Axiome Il (axiome d'invariance générale?) : La fonction de I'espace H est invariante par rapport a
une transformation arbitraire des paramétres de I'espace ;.

L'axiome Il est I'expression mathématique la plus simple de I'exigence selon laquelle
I'interconnexion des potentiels g,,, qs est en soi entierement indépendante de la maniere
dont on choisit d'étiqueter les points de I'espace au moyen des paramétres de |'espace.

Le motif qui me guide dans la construction de ma théorie est fourni par le théoréme, dont je
présenterai la preuve ailleurs.

Théoréme I. Si J est un invariant sous une transformation arbitraire des quatre parametres de
I’espace, contenant n quantités et leurs dérivées, il est possible d'obtenir des résultats.
parametres de I'espace, contenant des quantités et leurs dérivées, et si I'on forme a partir de

6f]gdw=0

3 Les fonctions de I'espace de Mie ne contiennent pas exactement ces arguments ; en particulier, I'utilisation des
arguments (2) remonte a Born. Cependant, ce qui est caractéristique de I'électrodynamique de Mie, c'est
précisément l'introduction et |'utilisation d'une telle fonction de I'espace dans le principe de Hamilton.

4 L'invariance orthogonale avait déja été postulée par Mie. Dans |'axiome Il formulé ci-dessus, I'idée fondamentale
d'Einstein sur l'invariance générale trouve son expression la plus simple, méme si le principe de Hamilton ne joue
qu'un role subsidiaire chez Einstein, et que ses fonctions H ne sont en aucun cas des invariants généraux, et ne
contiennent pas non plus les potentiels électriques.
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les n équations variationnelles de Lagrange par rapport a ces n quantités, alors dans ce systéme
invariant de n équations différentielles pour les n quantités, il y en a toujours quatre qui sont
une conséquence des n-4 autres - en ce sens, que parmi les n équations différentielles et leurs
dérivées totales, il y a toujours quatre combinaisons linéaires mutuellement indépendantes qui
sont satisfaites de maniére identique.

En ce qui concerne les quotients différentiels par rapport aux g, g, gi, apparaissant
dans (4) et les formules suivantes, notons une fois pour toutes que, en raison de la symétrie en
uv d'une part et en kl d'autre part, les quotients différentiels par rapport a g‘“’,ggv sont a

multiplier par 1 resp % si 4 =7V resp U # Vv.enoutre les quotients différentiels par rapport a
g,’:lv doivent étre multipliés par 1 resp % resp i. siu=v et k=1~Lresp.si u=v et k+1
ouurvetk=1 respu+vetk=+l.

L'axiome | implique d'abord pour les dix potentiels gravitationnels g#V les dix équations
différentielles lagrangiennes

0\/gH o 0/gH a2 0\[gH
- uv + z uv = 0 ’ (.ulv = 1) 2) 3: 4) (4)
ag™v - dwy g, — dwy, 0wy dg,,

et, d'autre part, pour les quatre potentiels électrodynamiques g, les quatre équations différentielles
lagrangiennes

d./gH 0 d,/gH
\/‘a - \/‘a =0 (h=1,2,3,4) (5)
aqn - 0wy 0qpy
Nous désignons les cotés gauches des équations (4), (5) respectivement par

[\/EH];H/ ’ [\/EH] h

en abrégé.

Appelons les équations (4) les équations fondamentales de la gravitation, et les équations (5)
les équations électrodynamiques fondamentales, ou équations de Maxwell généralisées. En
raison du théoréme énoncé ci-dessus, les quatre équations (5) peuvent étre considérées comme
une conséquence des équations (4), c'est-a-dire qu'en raison de ce théoreme mathématique
nous pouvons directement affirmer que, dans le sens ou ils sont expliqués, les phénoménes
électrodynamiques, sont des effets de la gravitation. Je considére cette intuition comme la
solution simple et trés surprenante du probléme de Riemann, qui fut le premier a chercher un
lien théorique entre la gravitation et la lumiére.

Dans ce qui suit, nous utilisons le fait facilement prouvé que, si P/ (j =1,2,3,4) estun
vecteur contravariant arbitraire, |'expression

phv = Zs(g?vps _ gysp;/ _ gvspét)’ (psj ap])

0w
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représente un tenseur symétrique contravariant, et I'expression

P = Z(qzsps + qsp7)
S

représente un vecteur covariant.
Pour continuer, nous établissons deux théorémes mathématiques, qui expriment ce qui suit :

Théoréme I1. SiJ est un invariant dépendant de g*¥, gi”, g4, 4s, sk alors ce qui suit est
toujours identiquement vrai dans tous les arguments et pour tout vecteur contravariant
arbitraire p*:12!

aJ aJ aJ aJ aJ
Ag* + VA V4 S A Z ( A A ) =0
Z (aglﬂ/ g agﬂ I 69M I ) aqs st 045k sk

s,k

ou

Mgt = Z(g“’”p%l +9""Pm)
m

Z dAgH’
A wo_ ( uv,,m + )

m

ZAguv

Ag,) = Z(g” o+ gepit + gt o) + P

m
0Aq,
Aq ——Zq Pk +
sk L smFk awk

Ce théoreme Il peut aussi étre formulé comme suit :

SiJ est un invariant et p° un vecteur arbitraire comme ci-dessus, alors I'identité tient

A s _
Z awsp =P (6)

OU nous avons posé : ’

P=F+F
avec

Z < 0 - 0 )
4" agh +p) ag” Pl o™
d
( + Pk 6Qlk>

Lk
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et utilisé les abréviations :
a*p"” op

Pik = 7 —

w_ " wo_ —
Owk

ko awk’ pkl B awl Owk'

La preuve de (6) s’en déduit facilement, car cette identité est évidemment correcte si p° est
un vecteur constant, et de cela elle découle en général a cause de son invariance.

Théoréme Ill. SiJ est un invariant ne dépendant que de g"" et de leurs dérivées, et si, comme
ci-dessus, les dérivées variationnelles de ,/g | parrapporta g*¥ sont notées par

[,/g ]] alors I'expression - ou I'on entend h*Y comme un tenseur contravariant quelconque
uv

Y

représente un invariant ; si I'on substitue dans cette somme a la place de h*V le tenseur

particulier p*¥ et on écrit
1
=Y WaJl, "= ) s’ +itpD)
\/‘E uv sl

de tenseur -

ou alors les expressions

Iy = Z[\/E]]Wg‘s“’
wv
i=-2 >[5/, "
u

ne dépendent que de g#V et de leurs dérivées, on a alors

-\ 0is
lS - l aw_l (7)

en ce sens que cette équation est satisfaite de maniére identique pour tous les arguments,
c'est-a-dire pour les g"V et leurs dérivées.

Pour la preuve, nous considérons que l'intégrale
[ \/‘Edw, dw = dw,dw,dw;dw,)

est prise sur un domaine fini de I'espace a quatre dimensions. De plus, soit p° un vecteur

qui disparait avec ses dérivées sur la surface tridimensionnelle de ce domaine. En raison de
P = P, laderniere formule de la page suivante implique

B(J1) =Y 2P
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il en résulte

ng(\/g]) dw =0

et en raison de la fagcon dont la dérivée lagrangienne est formée, nous avons donc aussi

[ Dlan,, v o =0

L'introduction de i, i’ dans cette identité montre finalement que

j aié—i Sdw =20
lawl s |P

et donc aussi que l'affirmation de notre théoreme est correcte.

L'objectif le plus important est maintenant la formulation du concept d'énergie et |a
dérivation du théoréme de I'énergie uniquement sur la base des deux axiomes | et Il.

Dans ce but, nous formulons d'abord :

\/—H)_Z aguv \/—Hg +a\/§ngv

dg uv k agh K
Kl

wv,k,l

. 0H . . .
Maintenant W est un tenseur mixte de quatrieme rang, donc si on met

Ir1
kp k
W o_ _uv pv P, pu
B
p

k
{ P} 2 Z .g“g(.gkap + gpok gkpa)

I’expression

oH
a = Z 357 (8)

Par conséquent, si nous formons |'expression
6\/§al
P H)— Z
g(\/‘a ) 6071
m

alors celle-ci ne contient plus les dérivées secondes p,’{‘lv et a doncla forme

V3 ) (Bup™ + Blup™)

wvk

devient un vecteur contravariant.
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ou

Bk Z 0H 0 OH o0H {l,u} 0H {lv}
w = w w5 pv T

~ dg, 0w, dg,, ag,, \P ag,, \P
est encore un tenseur mixte.

Formons maintenant le vecteur

b= > Bl p” (9)
wv
a./g(a" + b
P(Jg H) - Z—\/_gwl ) = Z[\/E]]Wp‘” (10)
l wv

D'autre part, nous formons

(\/—H) Z(a\/_H Pi + \/_ sz)

04y

d’ou I'on tire

dH .
alors EP est un tenseur et |'expression
kl

c = - Dk (12)
k,l
représente donc un vecteur contravariant. Corrélativement, comme ci-dessus, on obtient

P(g H) - 2 © Y e Hl (12

Maintenant, nous notons les equatlons de base (4) et (5), et nous concluons en ajoutant (10)
et (12):

a/g(a' +b' + ')
B(Jam) =y W
!
Mais nous avons

P,(JgH) = \/_PH+Hzapr—\/_PH+HZ< p* +fps>

et dong, en raison de l'identité (6)

AUTH) = 5 Y ey + 3 (55 + o) = 3

S

De cela, nous obtenons finalement I'équation invariante

d
] Hl_ l_bl_l =0
ZI 0w, g(p 4 C)
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Nous notons maintenant que
0H 0H

i 9k

est un tenseur contravariant anti-symétrique; par conséquent

1 Z 0 a,/gH 0./gH
- 9 {(69 - ag )psqs} (13)
2./9 e Ws dix Ak

devient un vecteur contravariant, qui satisfait évidemment l'identité

d,/g d"
2o =
l

awl

Définissons maintenant
b= Hpt—at—bt—ct— db (14)

comme le vecteur énergie, alors le vecteur énergie est un vecteur contravariant, qui de plus
dépend linéairement du vecteur p*® choisi arbitrairement et satisfait identiquement pour ce
choix de vecteur p*® I'équation d'énergie invariante

a./g €
Pl
Owl
1
En ce qui concerne la fonction de I'espace H, d'autres axiomes sont nécessaires pour

déterminer son choix de maniéere unique. Si les équations du champ gravitationnel ne doivent
contenir que des dérivées secondes des potentiels g*", alors H doit avoir la forme

H=K+L

ou K est I'invariant qui dérive du tenseur de Riemann (courbure de la variété

guadridimensionnelle).
K = Z gﬂv K[I.V
wv

o= LG - )+ -0

K,A

et ou L ne dépend que de g“",g{“’, qs, qsk - Enfin, nous faisons I'hypothése simplificatrice dans
ce qui suit, que L ne contient pas I'élément g#V.

Ensuite, nous appliquons le théoréme Il a l'invariant L et obtenons

oL
E S (g"™py, + gmpt) — § P AmPy" 50w —— (qsmPR* + GmkDT + qmPe)  (15)
S sk

wv,m
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En mettant a zéro le coefficient de pl; a gauche, on obtient I'équation suivante

( oL + oL ) 0
— q -
aqsk aka "
ou
JaL dL
=0 (16)
aQSk aqks

c'est-a-dire que les dérivées des potentiels électrodynamiques g, n'interviennent que dans les
combinaisons

Mys = Qi — Qus

Nous apprenons ainsi qu’avec nos hypotheses, l'invariant L dépend, outre des potentiels g, s
uniguement des composantes du tenseur invariant anti-symétrique
M = (Mks) = Curl(Qs)

c'est-a-dire du vecteur nomme 6-vecteur électromagnétique. Ce résultat, qui détermine le
caractere des équations de Maxwell en premier lieu, dérive ici essentiellement comme une
conséquence de l'invariance générale, c'est-a-dire, sur la base de I'axiome II.

Si nous mettons le coefficient de pj, a gauche de I'identité (15) égal a zéro, nous obtenons, en

utilisant (16)
oL oL oL
ghm———q — Y ——
aghv 9q,, 1V Li0Mp,
m n
Cette équation admet une transformation importante de I'énergie électromagnétique, c'est-a-
dire la partie du vecteur énergie qui provient de L. A savoir, cette partie résulte de (11), (13),

(14) comme suit :
L oL 1 Z ) {(a\/ﬁL 6\/§L> \ }
p - Pk — - b q
— 01 « 2./9 — 0w (\ 0k 9w *

En raison de (16) et en notant (5), cette expression devient :

Z Ls! oL M JL s
L s oMy, sk aqlqs p (18)

8t=0,l#s; 65 #1

M,;=0 (u=12734) (17)

dongc, en raison de (17), elle est égale a
2 " 0y/gL

!
dghs
\/E us g
Grace aux formules (21) qui seront développées plus loin, on voit notamment que |'énergie

électromagnétique, et donc aussi le vecteur énergie totale e!, peut étre exprimé par K seul, de

’ (19)
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sorte que seuls les gHV et leurs dérivées, mais les g, et leurs dérivées n’y apparaissent pas. Si
I'on prend la limite

Juv = 0, (u=#v)

Guu =1

dans l'expression (18), alors cette limite est en accord exact avec ce que Mie a proposé dans son
électrodynamique : Le tenseur d'énergie électromagnétique de Mie n'est rien d'autre que le
tenseur généralement invariant qui résulte de la différentiation de l'invariant L par rapport aux
potentiels gravitationnels g*¥ dans cette limite - une circonstance qui m'a donné la premiére
indication du lien étroit nécessaire entre la théorie de la relativité générale d'Einstein et
I'électrodynamique de Mie, et qui m'a convaincu de la justesse de la théorie développée ici.

Il reste a montrer directement comment, avec I'hypothése

H=K+1L (20)
les équations de Maxwell généralisées (5) présentées ci-dessus sont impliquées par les
équations gravitationnelles (4).

En utilisant la notation introduite précédemment pour les dérivées variationnelles par rapport a
g"V les équations gravitationnelles, en raison de (20), prennent la forme suivante

VoKl aJi =0 (21)

0 g

Le premier terme du c6té gauche devient
1
[\/EK]FV = \/E(Kuv - EK.guv>

comme suit facilement, sans calcul, du fait que K, , a l'exception de g,,, est le seul tenseur
de second rang et K le seul invariant, que I'on peut former en utilisant seulement g"¥ et de ses
quotients différentiels de premier et second ordre g,‘év, g,‘g’

Les équations différentielles de la gravitation qui en résultent me paraissent en accord avec
le concept grandiose de la théorie de la relativité générale établie par Einstein dans ses traités
ultérieurs®.

De plus, si nous désignons en général les dérivées variationnelles de /g J par rapport au
potentiel électrodynamique q; comme ci-dessus par

/3], = a[] 9 d/gJ

0wy, dqnk

alors les équations électromagnétiques de base prennent la forme, due a (20)

[Vol] =0 (22)

5 Loc. cit. Berliner Sitzungsber. 1915.
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Puisque K est un invariant qui ne dépend que de gV et de ses dérivées, par le théoreme Il
I'équation (7) tient identiquement, avec

= Z[\/E K]ngv (23)
uv

et
1o ! _
ls _— 2 Z[\/‘E K]”Sgg ) (l’l - 11 21 31 4) (24)
u
En raison de (21) et (24), (19) est égal a —%i;" . En différenciant par rapporta @,, eten

sommant sur m, nous obtenons grace a (7)

=Y o vaor S 4 5 2w
_ _a(;ng +Z{qv <[ VoL, + ) o aa\é;L) + qvm<[\/_ L], + azazrs %)I

i gt o,
+Z<ﬂ ) Mot ) o, 9,

car bien sar

0gL _ /oLl + N

aqm a’zD-S aqu

et[a]

0 9JgL _ /3Ll - /gL

— 0@y, 0G5 a4

Maintenant, nous tenons compte du fait qu'en raison de (16), nous avons

N

0w, 0w, 0,

et nous obtenons alors en rassemblant convenablement les termes

i, = —% + Z (qv% [VaL] + va[x/EL]m)
éa@ 0gL oM,

aq,, Imv LM, 0w,

D'autre part, nous avons

(25)
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ofgL Z ool .. Z /gL 0/ gL 3G s

0w, g g, ™" L agy, 0w,
sm sm

Le premier terme a droite n'est rien d'autre que i, comme conséquence de (21) et (23). Le
dernier terme a droite s'avére étre égal et opposé au dernier terme a droite de (25) ; a savoir,
nous avons

0\/§L (6Msv _ 6Qms) —0

oM, \0w,, OJw,

s,m

(26)

puisque I'expression
Mgy qms __9°q, 0%q;  Gm
dw, OJw, OJw,dw, Jw,ldw, Jw,dw,

est symétrique en s, m, et le premier facteur sous le signe de la sommation dans (26) s'avere
étre anti-symétrique en s, m.

Par conséquent, (25) entraine I'équation

D (MLl + 05— 51],,) = 0 o

m
c'est-a-dire que des équations gravitationnelles (4) découlent en effet les quatre combinaisons

linéaires mutuellement indépendantes (27) des équations électrodynamiques de base (5) et de
leurs dérivées premieres. I s'agit de 'expression mathématique exacte de la déclaration
générale ci-dessus concernant le caractéere de I'électrodynamique comme conséquence de la
gravitation.

Selon notre hypothese L ne doit pas dépendre des dérivées de g"V ; donc L doit étre une
fonction de quatre invariants généraux, qui correspondent aux invariants orthogonaux spéciaux
donnés par Mie, et dont les deux plus simples sont les suivants :

Q=D Myy My g™ g™

k,lmn

q= Z qx 91 9™
k,l

L'ansatz le plus simple et le plus direct pour L en considérant la structure de K, est aussi celui
qui correspond a |'électrodynamique de Mie, a savoir

L=aQ+ f(q)

ou, en suivant Mie de plus prés encore :

L =aQ+pq’

et
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ou f(q) désigne une fonction quelconque de g et a, B sont des constantes.

Comme on peut le voir, les quelques hypothéses simples exprimées dans les axiomes | et |l
suffisent, avec une interprétation appropriée, a établir la théorie : grace a elle, non seulement
nos visions de I'espace, du temps et du mouvement sont fondamentalement remodelées dans
le sens expliqué par Einstein, mais je suis également convaincu qu'a travers les équations de
base établies ici, les processus les plus intimes, actuellement cachés, a l'intérieur de I'atome
recevront une explication, et en particulier qu'en général, une réduction de toutes les
constantes physiques en constantes mathématiques doit étre possible - méme si, dans la vue
d'ensemble, la possibilité que la physique devienne en principe une science du type de la
géométrie : sirement la plus grande gloire de la méthode axiomatique, qui comme nous |'avons
vu, utilise les puissants instruments de I'analyse, a savoir le calcul variationnel et la théorie des
invariants.

EDITORIAL NOTES
[1] L'indice de dans le dénominateur de la troisieme équation est absent du texte original.

[2] L'indice ¢, du dénominateur de dqg, est manquant dans le texte original.

[3] Ll'indice 5 duterme [\/5 L]S est manquant dans le texte original.
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