117

3. Zur Gravitationstheorie;
von Hermann Weyl,
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A. Zuslitze zur allgemeinen Theorie.
§1. Ein Hamiltonsches Pringzip.

Von Hilbert?) sind im Anschluf an die Miesche Theorie %),
in allgemeinerer Weise von H. A. Lorentz®) und von dem
Begriinder der Gravitationstheorie selbst?), die Gravitations-
gleichungen auf ein Hamiltonsches Prinzip zuriickgefiihrt
worden. Dessen endgiiltige Formulierung scheitert freilich
daran, daB wir die Hamiltonsche Funktion (Weltdichte der
Wirkung) fiir die Materie nicht kennen, ja nicht einmal wissen,
durch welche unabhingigen ZustandsgréBen die Materie zu
beschreiben ist. Unter diesen Umstdnden scheint es mir von
Wichtigkeit, ein Hamiltonsches Prinzip zu formulieren, das
so weit trdgl, ols unsere augenblickliche Kenninis der Materie
(im weiten Einsteinschen Sinne, d. h. des Energie-Impuls-
tensors) heute sicher reicht. Aus diesem Prinzip, das eine
von den bisher angegebenen Formulierungen etwas abweichende
Gestalt besitzt, sollen also als aus einer gemeinsamen Quelle
folgende Gesetze entspringen:

1. Die inhomogenen Gravitationsgleichungen, zufolge deren
der Energie-Impulstensor die Kriimmung der Welt bestimmt.
Der Energie-Impulstensor wird sich dabei allein aus dem-
jenigen zusammensetzen, der fir das elektromagnetische Feld
im Ather gilt, und dem ,kinetischen’ Energie-Impulstensor
der Materie im engeren Sinne g u; 1, in welchem die invariante
Massendichte g auftritt und die Komponenten u; (¢ = 1,2, 38, 4)
der Vierergeschwindigkeit. Von der in wichtigen Punkten
noch unaufgeklirten Konstitution der Materie und ihren
Kohisionskriften ist dabei also abgesehen;

2. die Mazwell-Lorentzschen Gleichungen, die wie in
der Elektronentheorie dadurch einen konkreten Inhalt ge-
winnen, daf als elektrischer Strom nur der Konvektionsstrom
auftritt;

8. das Gesetz fiir die ponderomotorischen Krdfte im elektro-
magnetischen Felde und die mechanischen Gleichungen, welche

1) Gétt. Nachr. 1915, Sitzung vom 20. November.

2) Ann. d. Phys. 87. p. 511. 89. p. 1. 1912; 40. p. 1. 1913.

3) Vier Abhandlungen in den Jahrgingen 1915 und 1916 der Versl
K. Akad. van Wetensch.

4) A, Einstein, Sitzungsber. d. PreuB. Akad. d. Wiss. 42. p. 1111.
1916.
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die Bewegung der Massen unter dem EinfluB dieser Kréfte
und des Gravitationsfeldes bestimmen.

Es seien «; die vier Koordinaten zur Festlegung der
Weltpunkte?),
(1) gikdxi dmk

die invariante quadratische Differentialform (vom Tragheits-
index 8) %), deren Koeffizienten das Gravitationspotential
bilden, und ¢;de; die invariante lineare Differentialform,
deren Koeffizienten ¢, die Komponenten des elektromagne-
tischen Viererpotentials sind. Das iiber irgendein Weltgebiet ®
erstreckte Integral

_ 1 — ik tk\frs| _ [ir] [ks

p 7o oo =g (R0} - {0
bezeichne ich als die (in diesem Weltgebiet enthaltene) Feld-
wirkung der Gravitation, das Integral

g Ldo v L= F*=_gighP, F,
als die Feldwirkung der Elektrizitdt. Darin bedeuten

it T 6w.— 6$k

die Komponenten des elektromagnetischen Feldes, und deo
i1st das vierdimensionale Volumelement

7 _ g d ¢

Vg dz, dz,dz,dz,, — g = det.|g,,

Dem ,Felde® tritt in dieser phénomenologischen Theorie
die ,,Substanz’ gegeniiber, ein dreidimensionales, sich be-
wegendes Kontinuum, das wir uns (mathematiseh) in infini-
tesimale Klemente zerlegt denken. Jedem Element kommt
eine bestimmte, unverinderliche Masse oder ,,Massenladung* dm
und eine unverénderliche elektrische Ladung de zu; es korre-

1) In den Bezeichnungen schliefie ich mich an A. Einsteins Ab-
handlung ,,Die Grundlage der allgemeinen Relativitidtstheorie®, Ann. d.
Phys. 49. p. 769. 1916 an, insbesondere auch der bequemen Regel iiber
das Fortlassen von Summenzeichen.

2) Jede quadratische Form lafit sich linear auf eine Summe und
Differenz von Quadraten transformieren; die Zahl der negativen Glieder,
die dabei auftreten, heiBt der Trigheitsindex. DafBl dieser durch die

Form eindeutig bestimmt ist, bildet den Inhalt des ,,Trigheitsgesetzes
der quadratischen Formen.*
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spondiert ihm als Ausdruck seiner Geschichte eine bestimmte
Weltlinie, deren Richtung durch das Verhéltnis der vier Diffe-
rentiale dz,:d&,: dxg: do, zu charakterisieren ist. Die GroBe

@) Slam Vg dnds,

in der sich das duflere Integral iiber die gesamte Substanz,
das innere aber iiber denjenigen Teil der Weltlinie des -Sub-
stanzelementes dm erstreckt, welcher innerhalb des Gebietes ®
verlduft, nenne ich die Substanzwirkung der Gravitation. Wir
setzen voraus, daB die Bewegung der Substanz in solcher
Weise mit dem Gravitationsfeld verkniipft ist, daB die unter
dem inneren Integralzeichen auftretende Quadratwurzel, die
Bigenzeit ds, stets positiv ist. Wenn wir (2), was moglich ist,
in ein tber das Weltgebiet & erstrecktes Integral fodw ver-
wandeln, heile die invariante Raum-Zeitfunktion ¢ die ab-
solute Massendichte. Vollig analog zu (2) gebildet ist das
Integral, das die Substanzwirkung der Elektrizstdt darstellt:

fla s},

die absolute elektrische Ladungsdichte & ist definiert dureh

[oder= f{aefas]

&
Das Hamiltonsche Prinzip lautet:

Die Summe aus Feld- und Substanzwirkung der Gravitation
und Elektrizitit st wn jedem Weltgebiet ewn Extremum gegen-
iber beliebigen, an den Gremzen verschwindenden Variationen des
elektromagnetischen und Gravitationsfeldes und ebensolchen raum-
zeitlichen Verschiebungen der sich bewegenden Substanzelemente.?)

Variation der g¢** (bei ungeiindertem elektromagnetischen
Felde und ungeéinderten Weltlinien der Substanz) ergibt die
Einsteinschen Gravitationsgleichungen (I), Variation des
clektromagnetischen Potentials @, die Maxwell -Lorentzschen
Gleichungen
1 L aWTrY _ g da

Vo day ds

1) Dabei sind die Mafeinheiten rationell, d. h. so gewihlt ge-

dacht, daB die Lichtgeschwindigkeit ¢ im leeren Raume = 1 ist und ebenso

die Einsteinsche Konstante 87x (x = k/c?, & die Gravitationskonstante);
elektrostatisches MaBsystem nach Heaviside.
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die Variation der Weltlinien der Substanzelemente endlich
die mechanischen Gleichungen

&2 o; hkydz, dx ;
(D o(F= + M ) = p,
in denen ¢ die kontravarianten Komponenten der Kraft
sind, deren kovariante durch

p; = Fy J*

gegeben sind. Diese Gesetze sind natiirlich nicht unabhingig
voneinander. Vielmehr sind die mechanischen Gleichungen (III)
zgusammen mit der Kontinuitdtsgleichung der Materie eine
mathematische Folge der Gesetze (I) und (II), wie man durch
eine einfache Rechnung bestitigen kann.

§ 2. Der Energie-Impulssata.

Nach den oben zitierten Autoren wird — wir kehren von
der eben besprochenen phinomenologischen zu einer strengen,
freilich heute nur ihrem allgemeinen Ansatze nach formulier-
baren Theorie zuriick — die Welt beherrscht von einem
Wirkungsprinzip der folgenden Form

f (H — M) do = Extremum.
®
Die Weltdichte M der Wirkung des materiellen Vorganges
ist dabei eine universelle Funktion der unabhiéngigen, diesen
Vorgang charakterisierenden ZustandsgréBen, ihrer Ableitungen
(erster, vielleicht auch hoéherer Ordnung) nach den Koordi-
naten z;, und der ¢**. So hingt in der Mieschen Theorie, um
an ein konkretes Beispiel anzukniipfen, M aufler von den ¢**
ab von den vier Komponenten ¢; des elektromagnetischen
. Potentials und den Feldkomponenten Fy, die aus den ¢
durch Differentiation entspringen. Die Herleitung der mecha-
nischen Gleichungen in der obigen phinomenologischen Theorie
legte mir den Gedanken nahe, ob nicht allgemein das Pringip
der Erhallung von Emergie und Impuls der Ausdruck dafiir
ist, daff das Hamsltonsche Prinzip insbesondere bei denjenigen
unendlich kleinen Variationen erfillt ist, welche durch eine
infinitesimale Deformation der Welt in der Weise hervorgerufen
werden, daf3 die Zustandsgrifen von dieser Deformation. ,mit-
genommen'* werden. Das ist in der Tat der Fall, und es scheint
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sich so die einfachste und naturgemiBeste Herleitung des
Energieprinzips zu ergeben.

Setzen wir M g = M, so ist der Energie-Tmpulstensor Ty
definiert durch die Gleichung fiir das totale Differential von t:

oM =— 59""+—(59R)
Vy

wo (6 M), diejenigen Terme zusammenfa.Bt, welche die Diffe-

rentiale der materiellen ZustandsgroBen (z. B. der ¢; und

F,;;) linear enthalten. Bei einer beliebigen Koordinatentrans-

formation

T, =F (2,2, %4, 2,)

transformiert sich der kontravariante Tensor g* nach den
Formeln
0x; 0
7 =9 G a;’;
Wenn jene Transformation infinitesimal ist:
Z =z + & &2, 25, 75, 2,)

(¢ bezeichnet die infinitesimale, d. h. gegen Null konver-
gierende Konstante), ergibt sich daraus fiir den Unterschied
§EE) — gt (@) =g
der Werte von ¢'* und §* fiir zwei Argumentsysteme (x) und (%),
weleche im alten und neuen Koordinatensystem den gleichen

Weltpunkt darstellen, die Gleichung:
it — o f(ar 05 84
5gzk__5(9 kax +~qﬂ6mﬁ)
Verfahren wir fiir die ZustandsgroBen des materiellen Vor-
gangs entsprechendy so erhalten wir, indem wir ausdriicken,
daB bei einer derartigen infinitesimalen Transformation die
Invariante M ungedndert bleibt, das Gesetz, nach dem der
Energie-Impulstensor von den ¢** und den materiellen Zu-
standsgréfen abhingt.

Fassen wir ein Weltgebiet ® ins Auge, dem bei der Dar-
stellung durch die Koordinaten z; ein bestimmtes mathe-
matisches Gebiet X im Bereich jener Variablen z; entspricht.
Hat die obige infinitesimale Transformation die Eigenschaft,
daf die Variationen &, am Rande des Gebietes & samt ihren
Ableitungen verschwinden, so entspricht dem Weltgebiet ®
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in den neuen Variablen ¥; genau das gleiche mathematische
Gebiet X. Ich setze

49™ = ) — g*E) = Dg* + (9% (0) — 17 @)
. 6yik§
dz, Sa?

bilde also die Differenz von ¢** und §* an zwei Raumzeit-
stellen, deren zweite im neuen Koordinatensystem die gleichen
Koordinatenwerte besitzt wie die erste im alten; ich nehme
— mit anderen Worten — eine wvirtuelle Verriickung vor.
Die gleiche Bedeutung hat 4 fiir alle tibrigen Gré8en. Schreibe
ich kurz dz fir das Integrationselement dz, dx, dasda,, so

ist f M dx eine Invariante, daher

&fmdx =J§)R(i)di :xfém(x)dx; mithinJAﬂR-d:c:O.

=0gF—¢

Es ist aber

AM = — T, 49" + (4M), (zik=‘/y'Tik)'
Dabei ist folgendes zu beachten: Im transformierten Ko-
ordinatensystem gelten — ich wéhle als Beispiel die Miesche

Theorie — wie im urspriinglichen die Gleichungen
0 (@ 0@ —

also, da es doch auf die Benennung der Variablen nicht an-
kommt,

B 9T _

6:6,- 63;;.— ik
Die Relationen
Ogr _ Ogi _
d a dxy ik

bleiben demmach erhalten, wenn wir von den Funktionen
@i, Fy zu den Funktionen @;, Fy derselben Variablen g,
ibergehen; d. h. sie bleiben bei der Variation A4 (dagegen
nicht bei der Variation &) bestehen. Nach dem allgemeinen
Wirkungsprinzip, in welchem wir die ¢** unvariiert lassen,
d. h. zufolge der Gesetze des materiellen Vorganges, ist daher

[(Dydz =0, also auch [T, 4g%-dx=0.
3
Setzen wir darin den Ausdruck von 4 ¢** ein und beseitigen
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die Ableitungen der Verschiebungskomponenten durch par-
tielle Integration, so haben wir

f{aaia;: + 352, fde =0,

und damit sind die Energie-Impulsgleichungen

8Tk , 1dgre
6) 3o + 5%, T, =0
bewiesen.

Fiir eine Variation des Gravitationsfeldes, die an den
Grenzen des Weltgebietes @ verschwindet, gilt

O [Hdeo = [(Ry, — %9, R)9g™*- do;

darin ist Ry der symmetrische Riemannsche Krimmungs-
tensor und die Invariante

R =¢*R; .
Wenden wir die eben angestellte Uberlegung statt auf M
auf H an (daB H auch die Differentialquotienten der ¢** ent-
halt, ist dabei ganz unwesentlich), so finden wir ohne Rech-
nung, daf der Tensor

By — 3 9B,
an Stelle von T gesetzt, die Gleichungen (8) identisch er-
tillt. Der Energie-Impulssatz ist demnach nicht nur, wie
wir soeben zeigten, eine mathematische Folge der Gesetze
des materiellen Vorganges, sondern auch der Gravitations-
gleichungen '

Bip —3gauB= — Ty

An die Btelle der alten Einteilung in Geometrie, Mechanik
und Physik tritt in der Einsteinschen Theorie die Gegen-
iiberstellung von materiellem Vorgang und Gravitation. Die
Mechanik aber ist sozusagen die Eliminante aus beiden; denn
das Bestehen des Energie-Impulssatzes ist einerseits eine
Folge der Gesetze des materiellen Vorganges, andererseits die
notwendige Bedingung dafiir, daf die Materie dem Gravi-
tationsgesetz gemdB der Welt ihre MaBbestimmung auf-
prégen kann. In dem System der materiellen und Gravi-
tationsgesetze sind daher vier iiberschiissige -Gleichungen ent-
halten; in der Tat miissen in der allgemeinen Loésung vier
willkiirliche Funktionen auftreten, da die Gleichungen ja
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wegen ihrer invarianten Natur das Koordinatensystem der
z; vollig unbestimmt lassen.?)

§ 3. Zusammenhang mit den Beobachtungen. Lichtstrahlen und
Bahnkurven im statischen Gravitationsfeld.

Jene ,,0bjektive” Welt, welche die Physik aus der von
uns unmittelbar erlebten Wirklichkeit herauszuschilen be-
strebt ist, konnen wir nach ihrem bezeichenbaren Gehalt
nur durch mathematische Begriffe erfassen. Um aber die
Bedeutung, welche dieses mathematische Begriffssystem fiir
die Wirklichkeit besitzt, zu kennzeichnen, miissen wir irgend-
wie seinen Zusammenhang mit dem unmittelbar Gegebenen
zu beschreiben versuchen, eine Aufgabe der Erkenntnistheorie,
die naturgem#B nicht mit physikalischen Begriffen allein,
sondern nur durch bestindige Berufung auf das im BewuBt-
sein anschaulich Erlebte geleistet werden kann. Von dieser
Art ist etwa der Zusammenhang zwischen der Schwingungs-
zahl eines elektromagnetischen Feldes und der Sinnesqualitiit
Farbe®. Ganz allgemein scheint der auf das Sinnesepithel
auftreffende Energie-Impulsstrom durch seine Intensitdt fir
die korrespondierende Empfindungsintensitdt, durch die Art
seiner raumzeitlichen Verdnderlichkeit fiir deren Qualitdt maB-
gebend zu sein. Ieh mdehte hier fiir ein sehr vereinfachtes
Verhiltnis von Subjekt und Objekt diesen Zusammenhang
ctwas genauer beschreiben.

Wir denken uns in der vierdimensionalen physikalischen
Welt einzelne sich bewegende und Licht aussendende Massen-
punkte, die Sterne. Wir legen der Einfachheit halber die
geometrische Optik zugrunde, nach der die Weltlinien der
von den Sternen ausgehenden Lichtsignale singuldre geo-
datische Linien sind. Allgemein lauten die Gleichungen einer
geoditischen Weltlinie bei Benutzung eines geeigneten Para-

meters s:
a2 X

kh dxk d:v,, _
4 ds’+{i}W7?_0’
Aus ihnen folgt
F=yg,, fl? ‘;ﬁ" = const.

1) Vgl. die Herleitung des Energie-Impulssatzes bei A. Einstein,
Sitzungsber. d. Preufl. Akad. d. Wiss. 42. p. 1111. 1916, und dic Be-
merkungen von D, Hilbert, Gott. Nachr. 1917 (Sitzung v. 23. Dez. 1916)
iber Kausalitit,
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Die singuliren geoditischen Weltlinien sind dadurch gekenn-
zéichnet, daB fiir sie diese Konstante insbesondere gleich Nuil
ist (wihrend sie fir die Weltlinien von Massenpunkten positiv
ausféllt). Das auffassende BewuBtsein, die ,,Monade®, wer-
einfachen wir zu einem ,Punktauge”. In jedem Moment
seines Lebens nimmt es eine bestimmte Raumgeitstelle ein,
es beschreibt eine Weltlinie; die Punkte dieser Weltlinie er-
lebt es alg in ,,zeitlicher Sukzession* aufeinander folgend.
Wir fassen einen bestimmten Moment ins Auge ; an der Stelle P,
welche in ihm die Monade einnimmt, mégen die Gravitations-
potentiale die Werte gy haben; da; seien die Komponenten
des Elementes e seiner Weltlinie daselbst, das Verhidltnis der
dz; bezeichnet deren Weltrichtung (Geschwindigkeit). Wir
missen vorausgetzen, daf diese Richtung eine zeitartige ist,
d.h. da8 fir sie
ds?=ggda;da, >0

wird. Statt der Differentiale d«; schreibe ich fortan, da alle
unsere Betrachtungen sich auf die eine Stelle P beziehen,
einfach z;.
Zwei Linienelemente ;, x; heiBlen orthogonal, wenn
g T T =0
ist. Ich behaupte zundchst, daB alle (von P ausgehenden)
Linienelemente, die zu dem zeitartigen e orthogonal sind,
ihrerseits raumartig sind, daB sie also ein unendlich kleines
dreidimensionales Gebiet R aufspannen, welchem dureh die
Form —ds? eine positiv-definite MaBbestimmung aufgeprigt
ist. Die Monade erlebt dieses Gebiet R als seine unmittel-
bare ,ridumliche Umgebung”. Um unsere Behauptung zu
beweisen, nehmen wir e als vierte Koordinatenachse an; dann
sind die ersten drei Komponenten von e gleich Null und
ga>0. Wir konnen setzen
2 Fix % T = au ('”4 + gl""”l + ‘yﬁxz + &zsy
L Gus
— quadr. F. (z, 2, z,).
Fiithren wir
i:‘ 1+ 914 zy + ‘98_4"'3
an Stelle des bisherigen z, als vierte Koordinate ein, so kommt

also ds? = gy 2 — Q (2, T 75) .

Zy
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Da ds? den Trégheitsindex 8 besitzt, muB die quadratische
Form @ positiv-definit sein. Alle und nur diejenigen Elemente,
fir welche jetzt 2, = 0 ist, sind zu e orthogonal. Damit ist
unsere Behauptung bewiesen. Wir sehen ferner, daB jedes
Linienelement in eindeutiger Weise in zwei Summanden ge-
spalten werden kann, von denen der eine parallel zu e ist
(Komponenten besitzt, die denen von e proportional sind),
der andere orthogonal zu e. Die Richtung dieses zweiten
Summanden bezeichnen wir als die ,,Raumrichtung® des
Linienelements. Verschiedene solche zu e orthogonale Raum-
richtungen bilden Winkel miteinander, die in bekannter Weise
mit Hilfe der fiir sie positiven quadratischen Form -—ds? zu
berechnen sind. Den so bestimmten Winkel der Raum-
richtungen der Weltlinien zweier von zwei Sternen in P ein-
treffender Lichtsignale identifizieren wir mit dem Winkel-
unterschied der beiden Richtungen (im anschaulichen Sinne),
in welchen das Punktauge in dem betrachteten Moment die
beiden Sterne erblickt. Wir sehen diesen Richtungsunterschied
als etwas wenigstens approximativ unmittelbar anschaulich
Feststellbares an; in der Tat ist uns im Sehen nicht nur Quali-
tatives durch Empfindung gegeben, sondern dieses Quali-
tative als ,,rdumlich Ausgebreitetes* (ein Moment, das sich
in keiner Weise auf das Materiale der Empfindung zuriick-
fithren 1aBt). Durch Heranziehung geeigneter Beobachtungs-
instrumente 18t sich die Winkelbeobachtung exakter ge-
stalten; wobei dem BewuBtsein nur noch die Leistung zu-
allt, die Unterscheidbarkeit oder Ununterscheidbarkeit zweier
Richtungen (Deckung von Fadenkreuz und Sternort, Ab-
lesung am Teilkreis) zu konstatieren. — Dieses einfache Schema
geniigt jedenfalls fiir die prinzipielle Beschreibung der Art
und Weise, in welcher Sternbeobachtungen zur Kontrolle der
Einsteinschen Theorie benutzt werden kénnen.

Im AnschluB an das Vorige méchte ich noch zeigen, wie
man am einfachsten aus dem allgemeinen Prinzip ,Die Welt-
linie eines Lichtsignals ist eine singulire geoddtische Linie*
im Falle des statischen Gravitationsfeldes das Fermatsche
Prinzip der kiirzesten Ankunft herleiten kann. Wahlen wir
den Parameter s zur Darstellung einer geodédtischen Linie so,
wie es den Gleichungen (4) entspricht, so ist sie charalkteri-
slert durch das Variationsprinzip
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(5) 8 [Fds=0,

giiltig fiir eine virtuelle Verriickung, bei der die KEnden des
betrachteten Weltlinienstiickes fest bleiben. (AuBler fiir die
singuldren Weltlinien kann man statt. dessen auch von der

Gleichung
d[VFds=0

ausgehen.) Im statischen Falle setzen wir z, = ¢; die quadra-
" tische Grundform (1) hat die Gestalt

fdtt —do?,
wo do? eine positive quadratische Form der Raumdifferentiale
da,, dzy, day ist, deren Koeffizienten ebenso wie f, das Quadrat

der Lichtgesechwindigkeit, von der Zeit ¢ unabhingig sind.
In diesem Falle gilt, wenn wir nur ¢ variieren,

, dt di d at
© ofFds=2[rLase= [2fd_sat] —2f2 (f%> Stds.
Mithin muB
f—Z—i— = const. = &

sein. Lassen wir die Voraussetzung, dal auBer oz, dz,, 62,
auch 6t an den Enden des Integrationsintervalls verschwindet,
fallen, so haben wir, wie aus (6) weiter hervorgeht, (5) zu
ersetzen durch

(7 afﬁds=[2mt] =20 [Edt.

Variieren wir die riumliche Bahnkurve des Lichtsignals be-
liebig unter Festhaltung der Enden, denken uns aber die
variierte Kurve gleichfalls mit Lichtgeschwindigkeit durch-
laufen, so gilt fiir die urspriingliche wie fiir die variierte Kurve

F=0, do =Vf-dt,
und (7) geht dber in

§fdt.—=0 oder §f%";—=0,

d. i. in das Fermatsche Prinzip. Die Zeit ist jetzt ganz eli-
miniert; die letzte Formulierung bezieht sich allein auf die
rdaumliche Bahn des Lichtstrahls und gilt fir jedes Stiick
derselben, wenn dieses beliebig unter Festhaltung seines An-
fangs- und Endpunktes variiert wird.
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Die gleiche Methode kénnen wir anwenden, um ein Minimal-
prinzip fiir die Bahnkurve eines Massenpunktes im statischen
Gravitationsfeld zu ermitteln. Nehmen wir sogleich an, daf
der Punkt von der Masse m auferdem noch eine elektrische
Ladung e trégt und einem elektrostatischen Felde vom Poten-
tial @ ausgesetzt ist. Nach § 1 lautet dann das Variations-
prinzip, wenn ds das Differential der Eigenzeit bedeutet,

8) J{mfds+efq>dt}=o.

Variieren wir nur t, nicht die Raumkoordinaten, so ist die
hnke Seite

dt
=f{mf7l; + e@} ddt,
Also ist
9 mf%—i—+e®=const.=lf],
und das Variationsprinzip (8) mufl, wenn wir die Voraussetzung,

daB aufler 6z,, dx,, 023 auch 8¢ an den Enden des Integra-
tionsintervalls verschwindet, aufgeben, durch

(10) 5{mfds+ef(1')dt}=[E'6‘t]=b‘fEdt
ersetzt werden. Fithren wir in (9) den Wert
ds=)fde —do?

ein und setzen zur Abkiirzung

E—e®
U= -,
Vi
so ergibt sich das Geschwindigkeitsgesetz
Ude
11 ——— =
an Y (U — m?)

Denken wir uns die beliecbig unter Festhaltung ihrer Enden
variterte rdumliche Bahnkurve insbesondere nach diesem
selben Geschwindigkeitsgesetz wie die Ausgangskurve durch-
laufen, so ist (9) auch fiir die variierte Kurve giiltig. Daher
bekommen wir aus (10):

3 f{ mf _(E_em)}dt;aflz‘m—;]:@dmo.

E—-ce®

Darin konnen wir den Ausdruck (11) fiir dt einsetzen, da diese
Gleichung ja voraussetzungsgem&fB bei der Variation bestehen
Annelen der Physik. IV, Folge. 54. 9
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bleibt; dadurch wird die Zeit vollsténdig eliminiert und wir
finden, daff die rdumliche Bahnkurve durch das Minimal-
prinzip

5fVU’-——mz.d(;=()

charakteristert ist.1)

B. Theorie des statischen rotationssymmetrischen Gravitationsfeldes.

§ 4. Massenpunkt ohne und mit elektrischer Ladung.

Fir das Folgende ist es ndtig, zu der Schwarzschild-
schen Bestimmung des Gravitationsfeldes eines 1uhenden
Masscnpunktes®) einige Bemerkungen zu machen. Ein drei-
dimensionales kugelsymmetrisches Linienelement hat bei Be-
nutzung geeigneter Koordinaten notwendig die Gestalt

do® = p(da,? F-day? +-dag?) +1 (2 dxy + x5 d 2y + 75 dg)?,

wo g und ! nur von der Entfernung

TS
abhingen. Uber die Skala, in der diese Entfernung gemessen
wird, kann noch so verfiigt werden, daf g =1 ausfillt; dag
moge geschehen. Fiir das vierdimensionale Linienclement |
haben wir den Ansatz zu machen

ds® =fdx?® - de?,
wo auch f nur eine Funktion von r ist. Setzen wir noch
1+1r2=Hh
und die Wurzel aus der Determinante hf gleich w, so ergibt

eine kurze Rechnung, die wir zweckmifBig fir den Punkt
x, =7, &g = 0, 2; = 0 durchfithren, fiir
e JEkY [rs ir) (ks 2ir o
Ii=!}"({r}{s}— {3}{r}) den Wert — e
Der Akzent bedcutet die Ableitung nach r. Ferner sei
17.9

% =(71‘-—1)r=v;

1) Vgl. auch T. Levi-Civita, ,,Statica Einsteiniana®, Rend. d.
R. Accad. dei Lincei 26. p. 464. 1917,

2) Sitzungsber. d. Kgl. Preul. Akad. d. Wiss. 7. p. 189. 1916.
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dann hat man also das Variationsproblem
5fvw’dr =0 oder 6‘fwv'dr =0
zu losen ; dabei diirfen » und w al$ die unabhiingig zu varileren-
den Funktionen betrachtet werden. Variation von v ergibt
w =0, w=const.

und bei geeigneter Verfiigung iiber die noch willkiirliche MaB-
einheit der Zeit: w = 1. Variation von w ergibt

v =0, v=const.=—2a;
. 1 2a
f=7=1-75"

¢ hingt mit der Masse m durch die Gleichung a = »m 7zu-
sammen ; wir nennen a den Gravitatwonsradius der Masse m.

Zur Veranschaulichung der Geometrie mit dem Linien-
element da? beschrinken wir ung auf die durch das Zentrum
gehende Ebene xg = 0. Fiihren wir in ihr Polarkoordinaten ¢in

ry=rcos ¥, xyz=rsind ,
so wird
do? =hdr®+r2dd? .
Dieses Linienclement charakterisiert die Geometrie, die auf
dem folgenden Rotationsparaboloid im Euklidischen Raum
mit den rechtwinkligen Koordinaten «,, z,, # gilt:

z=7V8a(r —2a),

wenn dasselbe durch orthogonale Projektion auf die Ebene
z = 0 mit den Polarkoordinaten r, & bezogen wird. Die Pro-
jektion bedeckt das AuBere des Kreises 7 = 2a doppelt, das
Innere tiberhaupt nicht. Bei natirlicher analytischer Fort-
setzung wird also der wirkliche Raum in dem zur Darstellung
benutzten Xoordinatenraum der x; das durch r=2a ge-
kennzeichnete Gebiet doppelt iiberdecken. Die beiden Uber-
deckungen sind durch die Kugel r = 2a, auf der sich die
Masse befindet und die MaBbestimmung singulér wird, ge-
schieden, und man wird jene beiden Halften als das ,,AuBere*
und das ,,Innere* des Massenpunktes zu bezeichnen haben.
Vielleicht wird das noch deutlicher durch Einfithrung
eines andern Koordinatensystems, auf das ich die Schwarz-
schildschen Formeln ohnehin um der weiteren FEntwick-
9.
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lungen willen transformieren muf. Die Transformationsformeln
sollen lauten

; q ’

, 1

_r T g . r o= 7-'+£ P
-2'1——7.271, .1'2—71'2, .z‘s-—r 35 = 22 0

L
Lasse ich nach Durchfithrung der Transformation die Akzente
wieder fort, so ergibt sich

4 — ajo\?
(12) daz=(1+—2‘—‘;) dx,? + dz,? + dz,?), f=(:+%;§) :

In den neuen Koordinaten ist das Linienelement des Gravi-
tationsraumes also dem Huklidischen konform; das lineare Ver-
gréBerungsverhdltnis ist

a 2
(1+57)"
do? ist regulir fir alle Werte r > 0, f ist durchweg positiv
und wird nur fiiv a
r = 'E

zu Null. Der Umfang des Kreises &, + 2,2 = 12 betrigt
a \?,
2 ar (l + E;) )

diese Funktion nimmt, wenn wir ¢ abnehmend die Werte von
+-00 ab durchlaufen lassen, monoton ab bis zum Werte 4na,
der fiir a

T = —é-
erreicht wird, beginnt aber dann, wenn » weiter zu Null ab-
nimmt, wieder zu wachsen, und zwar schlieflich tber alle

Grenzen. Nach der obigen Auffassung wiirde hier das Gebiet
r> z
2

dem AuBern, o
r < —2‘

dem Innern des Massenpunktes entsprechen. Bei analytischer
Fortsetzung wird

~_r—aj2

Vi= r + a2
mm Innern negativ, so daB also dort fiir einen ruhenden Punkt
kosmische Zeit (x,) und Eigenzeit gegenlaufig sind. (In der
Natur kann selbstverstdndlich nur immer ein bis an die

singulére Kugel nicht heranreichendes Stiick der Lésung ver-
wirklicht sein.)
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Tragt der Massenpunkt eine elektrische Ladung und ist
@ das elektrostatische Potential, so lautet das Wirkungsprinzip
bei Zugrundelegung des CGS-Systems

5f(vw' +—:; ‘p”rg)dr:O.

w
Variation von v ergibt wie oben
w=0, w=const.=1,

Variation von @
i(ig) =0, daraus @ = > .

dr\ w r

Fir das elektrostatische Potential ergibt sich also die gleiche
Formel wie ohne Beriicksichtigung der Gravitation. Die Kon-
stante e ist die elektrische Ladung (in gewohnlichem elektro-
gtatischen MafBe). Variiert man aber w, so kommt

, x D'y?
vta =0
und daraus
x el 1 . 2a % e?
v=—2atGy, Fel=l-Ttan
In f tritt, wie man sieht, auBer dem von der Masse abhiingigen
Glied —2a/r noch ein elektrisches Zusatzglied auf. a = xm
ist wieder der Gravitationsradius der Masse m. Ganz analog
wird die Linge
eV x

a = -——

c

als Gravitationsradius der elekirischen Ladung e zu bezeichnen
sein. In Entfernungen r vergleichbar mit a ist das Massen-
glied, in Entfernungen r ~a’ aber das elektrische Glied ~1.
f bleibt fiir alle Werte von » positiv, wenn |a’| > a ist; fir
ein Elektron ist der Quotient a’/a von der GréBenordnung 1020,
In Entfernungen, die mit
. " 82
2 = me
vergleichbar sind, haben das Massenglied und das elektrische
Glied im Gravitationspotential f die gleiche GroBenordnung;
erst wenn r grof gegen a”, gilt das Superpositionsprinzip in
dem Sinne, daB das elektrostatische Potential dureh die
Ladung, das Gravitationspotential durch die Masse mittels
der gewShnlichen Formeln bestimmt ist. Demnach wird man
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a”, eine Griéfe, die in andern Zusammenhingen als ,,Radius
des Elektrons* auftritt, jedenfalls als den Radius seiner
Wirkungssphirve betrachten konnen. HEs besteht die Relation
a = Vﬁ.

Nachdem das Feld des mit elektrischer Ladung behaf-
teten Massenpunktes aufgestellt ist, kann man nach dem
letzten Absatze von §8 leicht die Bewegung eines den Kraft-
wirkungen dieses TFeldes unterliegenden Probekorpers be-
rechnen, dessen Masse und Ladung gegeniiber der felderzeu-
genden schwach ist; das Problem wird wie im ladungslosen

Falle (Planetenbewegung!]) streng durch elliptische Funk-
tionen gelost.

§ 5. Das ¥eld rotationssymmetrisch verteilter Massen. .

Sich in den Besitz strenger Losungen der Gravitations-
gleichungen zu setzen, scheint mir namentlich von Wichtig-
keit mit Riicksicht auf die Frage nach den Vorgingen im
Atom. Denn es ist moglich, daf in diesen Abmessungen die
Nichtlinearitit der. exakten Naturgesetze wesentlich in Be-
tracht kommt. Den Mathematikern ist seit langem bekannt,
daB bei nichtlinearen Differentialgleichungen, was vor allem
thre Singularititen betrifft, Verhéltnisse vorliegen, welche
gegeniiber den bel linearen Gleichungen auftretenden aufer-
ordentlich kompliziert, unerwartet und vorerst noeh ganz
und gar unbeherrschbar sind. Es ist den Physikern bekannt,
daB sich im Innern des Atoms eigentiimliche Vorginge ab-
spielen miissen, zu denen das vom Superpositionsprinzip be-
herrschte Kriftespiel der sichtbaren Welt keine Analoga auf-
weist. Ich glaube, dafl diese beiden Dinge in engem Zu-
sammenhange miteinander gtehen kénnen, ja daB von daher viel-
leicht sogar die endgiiltige Deutung der Quantentheorie zu
erwarten ist. Um solcher, heute freilich noch in weiter Ferne
liegenden Zwecke willen schien es mir zunéchst von Interesse
zu gein, das Gravitationsfeld rotationssymmetrizeh verteilter
Massen und < Ladungen nach der Einsteinschen Theorie
strenge zu bestimmen. Das soll hier fiir den Fall der Ruhe
geschehen; die Untersuchung ‘fithrt zu  iiberraschend ein-
fachen Ergebnissen.

1) K. Schwarzschild, 1. e
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Als Koordinaten treten auf: 1. die Zeit xg = t; 2. eine
ausgezeichnete Raumkoordinate, der Drehwinkel 23 =& um
die Rotationsachse, mit der Periode 2mz; & = const. ist eine
an die Rotationsachse ansetzende Meridianhalbebene. In
dieser haben wir 3. zur Festlegung ihrer Punkte zwei Ko-
ordinaten @, &,, die wir sogleich genauer normieren werden.
Das Linienelement muB die Gestalt haben

ds? = fdz,? — de? |

do? = (hy d 2,2 + 2hy dx; d @y + gy day?) + Ldas? ;
die Koeffizienten f, {; hyy, Py, Ry sind Funktionen nur von
x; und «,. Nach einem allgemeinen Satz Gber positive qua-
dratische Differentialformen von zwei- Variablen ist es még-
lich, die Koordinaten x,, z, genauer so zu wihlen, da8 der
in Klammern gesetzte Teil mit den Koeffizienten h die ,,iso-

therme* Form h(day? + day?)
bekommt; damit ist dann das Variablenpaar ;, x, bis auf
eine konforme Abbildung bestimmt. Nach solcher Wahl der

Variablen werde allgemein fir irgend zwei Funktionen a, f
von Iy, &

[ee, ] = da 68 e 08

9z, 0, dxy 0,

gesetzt. TFithre ich r = Y1f ein, so ist die Wurzel aus der
Determinante

]//Ag”:_— w=hr.
Fir diec Wirkungsdichte H gilt allgemein die Formel
_ k) 06 Vg) _ [ir) 8"V g)
29=24Yy { } &, {r} baoy
It unserem Falle 1st das erste Glied gleich
4

S3feYn s 5

man findet dafir sofort

v =55+ 5 1)

Das zweite Glied aber w1rd

—E Vg .06 Ve _[wr]

y-t— d x; O x; w
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Nun ist
=—w[lgf,lgf1+7[h1gf1+ k[ 1gf],
also, wenn lgh = g ist,
% ] == rUsf 1871+ 7w, 1871 + [, ler -
Bildet man ebenso den andern Summanden von §'

achtet, daf 2lgr =lgl+lgf

und be-

ist, so kommt _
O =rludgr]+[rlgr] —3r{lgf lgf]+ [lel,lel].
Fithren wir 3
. . A=1g VIf
ein, so 1st

Y (0ef g1+ gl 1gl]) =(lgr, lgr]+[2,2] .
Damit finden wir
O =[p,r} —r[2,2].
SchlieBlich ist

o=ttt B gy ) o+ ]

w

So haben wir insgesamt
O=3@ + 9 =[ur] —3rA+2[Vr,Vr].
Zur Formulierung des Wirkungsprinzipes miissen  wir
bilden
) f Hdz dz,

fiir Variationen du, 84, dr, die am Rande des (beliebigen)
Integrationsgebietes verschwinden. Setzen wir allgemein

dta dda 1( 0 0o 6 da
24 g« = =12 (0% = {22
Aa= 8z, + 0z, und da r {Bw, (7 Ba;,) + 0z, (”az,_)}’

so verwandelt sich durch partielle Integration
5f.§dzldz, in f3.b*dzl dz,,
0P*=—0p - Lr+04-rd2
—3 ( 2 1 ) .
P4+ FBH+ 2 )

wOo
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Fiwr ruhende (ungeladene) Materie, deren Spannung zu
vernachlassigen ist, besteht der Energie-Impulstensor T, aus
der ecinzigen Komponente

7, = gi4 (o = absolute Massendichte),
und es ist
— 4
0M=—Vy Ly dgt == oVg- S = ohrdlgf = ¢*(0r —r51)

(0" = he).
Nach dem Wirkungsprinzip muf nun dieses Differential 6 It
mit 8 H* Koeffizient fir Koeffizient iibereinstimmen. Das
ergibt zunéchst (Koeffizient von 6 u):

A*r =0,

r ist demmnach in der =z, z,-Ebene eine Potentialfunktion. Be-
zeichnet z die konjugierte Potentialfunktion, so daB z4ér
eine analytische Funktion von ; - ¢ 2, ist, so ist der Uber-
gang von £, %, zu 2,7 eine konforme Abbildung. Wir kénnen
daher von vornherein annehmen, daB

2=y, =1

ist. In der Definition der Operationssymbole [ ], 4, 42 er-
setze man demgemiB x;, z, durch z und r. Das Koordinaten-
system ist nunmehr bis auf eine willkiirliche additive Kon-
stante in 2z vollstindig eindeutig bestimms$. Auf der Rotations-
achse muf, damit das Linienelement daselbst regulir bleibt,
r verschwinden. z, r, & bezeichne ich als kanontsche Zylinder-
koordinaten; die zugehorige kanomische Form des Lantenelements
lautet

fde — {h (d2* +d»?) + ,«%,;{p} .

Der ,,Euklidische* Fall ist darin mit f =1, h = 1 enthalten.
Wir stellen aber allgemein, um uns geometrisch ausdriicken
zu koénnen, den Gravitationsraum dar durch einen Eukli-
dischen Bildraum mit den Zylinderkoordinaten z, r, 9. Die
Abbildung der beiden Réume aufeinander durch die kano-
pischen Koordinaten ist eindeutig bestimmt bis auf eine will-
kiirlich bleibende Translation des Euklidischen Bildraumes in
Richtung der z-Achse. In diesem Bildraum ist

1= HEE )+ A E)
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der gemeine Potentialoperator fiir rotationssymmetrische Funk-
tionen.
Gleichsetzung der Koeffizienten von 64 in

OD*=0M
liefert
(18) Ad= —o*,
Gleichsetzung der Koeffizienten ven 67:
(14) APy + — [l ] — 2r’ = — 0%,

Betrachten wir zunichst (13) und fithren = lg V' f ein ; dann ist
A=lgr -2y

und daher

(15) Ay =}o*

oder, wenn wir zu den MaBeinheiten des CGS-Systems zuriick-

kehrend, rechts den Faktor 8z hinzufiigen,

4y =4axp";

und zwar kommt diejenige Losung ¢ in Frage, die auf der
Rotationsachse reguldr ist. Damit sind wir im kanonischen
Koordinatensystem - zu der gewohnlichen Poissonschen Glei-
chung gelangt; da sie linear ist, gilt fi g = lg ¥ f das Super-
positionsprinzip.

Fiir den unendlich dimnen Ring, der von dem Flichen-
element drdz der kanonischen r,z-Ebene bei der Rotation
um die z-Achse beschrieben wird, findet
man als Losung der Poissonschen Glei-
chung, wenn

r oz Qro*rdrdz =m
&\ 5 r gesetzt wird, wie bekannt,

xm

D 5 Y=—TF

R, die ,Entfernung* des Aufpunktes P

P vom Ringe, ist das arithmetisch-geo-

Fig. 1. metrische Mittel aus den Entfeinungen

71, 7; des Punktes P von den beiden

DurchstoBpunkten des Rlnges mit der Mendmnebene in welcher
P gelegen ist:
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+7
11 f dw ;
E 2= Vricosto + r8inte
-3

alle Ausdriicke im Fuklidischen Sinne verstanden, bezogen
auf die kanonischen Koordinaten! Ist nur dieser Ring mit
Masse behaftet, so wird

xm

— T
Vr=e
das ist fir groBe R gleich
1 -7,
B
m erweist sich damit als die im Ringe enthaltene gravitierende
Masse und o* somit als die Massendichie wm kanonischen Ko-
ordinatensystem. — Wir sind zu folgendem einfachen Resultat
gelangt:
Ist die (rotationssymmetrische) Massenverteilung im kano-
nschen Koordinatensystem bekamnt und ¢%y thr Newtonsches
Potential, so ist nach der Einsteinschen Theorie

]/7: e?.

Auch in die Gleichung (14) fithren wir g statt A ein; es ist

Multiplizieren wir dann (14) mit §, addieren (15) oder
24 L0V L
Ay + r dr 2
und. nehmen als Unbekannte

y=1gVht =5+,

g0 bekommen wir
(16) Ly —— [, vl

d. 1. eme Poissonsche Gleichung in der r,z-Ebene. Damit
das Linienelement auf der Rotationsachse regulér bleibt, mufl
auf ihr p verschwinden; es ist also diejenige eindeutig be-
stimmte Losung der Poissonschen Gleichung in der Meridian-
halbebene fiir  zu nehmen, die im Unendlichen und auf der
Rotationsachse verschwindet. Begniigen wir uns ibrigens mit
derjenigen Approximation, die sich durch Streichung der
quadratischen Glieder ergibt, so ist y = 0, h = 1/f zu setzen. —
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Es ist sehr instruktiv, zu verfolgen, wie sich in die eben
entwickelte allgemeine Theorie der rotationssymmetrischen
Massenverteilung der Massenpunkt einordnet. Wir gehen von
der Darstellung (12) aus und filhren darin statt der ,recht-
winkligen* Koordinaten «; Zylinderkoordinaten ein:

Ty=rcos ¥, z,=rsind, x3=2;
das in (12) auftretende  muB dann natiirlich durch Yr® + 22

ersetzt werden. Darauf bewerkstelligen wir in der Meridian-
halbebene die konforme Transformation

. (@/2  « . 9w,
(r+zz)—;—m_—r +iz (F = 9,
dann nimmt unser Linienelement in der Tat die kanonische
Form an, und zwar ergibt die Rechnung:

ntrn_, (ﬁ,_'tia _ a) (f_x_tr_» + a)
2 2 2
" ST e e h =
/ r““; Bia ! 17 ’

wo die Bedeutung von r{, r, aus Fig. 2 zu

entnehmen ist. u = Ig ¥ ist im kanonischen
Raum mit den Zylinderkoordinaten z*, r*, 9*
das Newtonsche Potential der gleichméBig
mit Masse belegten Strecke

™ =0, —a=F= 4 a:

der ,,Massenpunkt erscheint demnach in den
kanonischen Koordinaten nicht als eine Kugel,
sondern als eine Strecke, die Meridian-Halb-
ebene als die lings der beiden stark ausge-
zogenen Halbgeraden geschlitzte Vollebene, die Rotationsachse
als der (im Unendlichen zusammenhéngende) Sehlitz, der so
durchlaufen werden muB, wie es in der Figur durch beigesetzte
Pfeile und Nummern angedeutet ist. Die rechte Hilfte der
Vollebene entspricht dem AuBeren, die linke dem Inneren
des Massenpunktes. Hier bestdtigt sich von neuem unsere
in § 4 geltend gemachte Auffassung: wiirden wir jenes ,,Innere*
nicht mitberticksichtigen, so gelangten wir nicht zu der rich-
tigen Losung. Man iiberzeuge sich, daB lg Yhf in der Tat
diejenige Losung der Gleichung (16) in der geschlitzten Voll-
ebene r*, 2* ist, die an den Randern des Schlitzes verschwindet.

Fig. 2.
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— Man wire auf die vorliegende strenge Losung der Gravi-
tationsgleichungen naturgemdf durch die Aufgabe gefiihrt
worden, das Feld einer mit der Masse m belegten Strecke
von der Linge 2xm zu bestimmen. Nach Ermittlung des
Gravitationsfeldes hdtte sich dann aber durch Ausmessung
der ,,Strecke’* mit dem invarianten rdumlichen Linienelement do®
ergeben, daf sie in Wahrheit gar keine Strecke, sondern eine
Kugeloberflache ist: man kann in der strengen Gravitations-
theorie immer erst a posteriori feststellen, einer wie beschaffenen
Massenverteilung eine Losung entspricht, auf die man von
irgendeinem bestimmten Ansatz her gekommen ist.

§ 6. Das Feld rotationssymmetrisch verteilter Ladungen.

Tragen die ruhenden Massen statische elektrische Ladungen,
s0 entsteht auller dem Gravitations- ein elektrostatisches Feld,
das sich aus einem Potential @ = @ (x;,x,) ableitet. =, x,
sind wie zu Beginn des § 5 isotherme Koordinaten in der
Meridian-Halbebene. Die Wirkungsdichte der Elektrizitiat be-
stimmt sich aus

1=-92  1yj=—[00)s=—[00] ]

Das Integral von & (L'} g) iiber irgendein Gebiet der &, z,-Ebene,
ist, wenn die Variationen 6@, 61 an den Grenzen des Ge-
bietes verschwinden, gleich dem Integral des Differentials

S =—[PP) 701+ 2r 4,050,

1 (8 (r 0 6 (»r 0
4= A5a 7 vm) +7a 7 30 -
Berticksichtigen wir nach § 1 neben der Feld- auch die Sub-
stanzwirkung der Elektrizitat, so liefert das allgemeine Wir-
kungsprinzip durch Variation von @ zunichst:
an 4, @ = —¢&* = —he (e = absolute Ladungsdichte).

Zur Bestimmung des Gravitationsfeldes aber erhalten wir,
indem wir nunmehr 8@ = 0 setzen, die Gleichung

(18) 89* =0T + 68",

Aus ibr finden wir zunichst wieder A2r = 0; dadurch ist
die Einfiihrung der kanomischen Koordinaten erméglicht, und
in diesem Sinne setzen wir wiederum &, = 2, &, =r. Gl (1T}
lautet jetat:
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o [49- 3 H50+ A5 -

Die willkiirliche additive Konstante, welche in @ auftritt,
werde, wie #blich, so gewihlt, daB @ im Unendlichen ver-
schwindet.

Vergleichung der Koeffizienten von d4 in (18) crgibt
die Gl. (18) des vorigen Paragraphen mit der Modifikation,
daf rechts zu dem Massenglied o* das von der gleichfalls
gravitierend wirkenden elektrischen Energie herriihrende Zusatz-
glied 1/f[@ @] hinzutritt; also:

3R 4 (TN e L
€0 47 =7 (750 + 7 (7 50)} =0+ F 0@l
Gl. (14), § 5 kann unverdndert iibernommen werden. Wir

bilden den Ausdruck }4,(®?%; auf Grund der Gleichungen
10Q* K 4 : 10P? K4

2d8x T 8n’ 28r 7 TBr
und des elektrostatischen Grundgesetzes (19) hat er den Wert
— &P+ 17[<D,d>).

Fihren wir also
f—3P:=F, e* + &* D = ¢*
ein, so konnen wir Formel (20) ersetzen durch

w  EEH -

Befindet sich Masse und Ladung nur auf einem Elementar-
ring, der im kanonischen Koordinatengystem den Radius r
und den Querschnitt dr dz hat, und setzen wir

Qno*rdrdz =m , Qne*rdrdz=ce,
50 folgt aus dem Gleichungen (19), (21), daB notwendig
F = const. — % D

1st. Bei geeigneter Wahl der MaBcinheit der Zeit wird die
hier auftretende const. = 1, und wir haben

f=1-20+ 0,
oder bei Einfithrung des CGS-Systems
f=1-2"%0 4 X0,
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Betzt man diesen Wert in (19) ein, so erhalt man fiir

i
(22)
1222 X g
€ (4

das lineare Potentialgesetz der gewdhnlichen Elektrostatik.
Ermittelt man daraus dieses Integral als Funktion des Ortes
in der Meridian-Halbebene und aus thm @ und f — wir werden
die Rechnung sogleich durchfithren —, so erkennt man, daB
m die im Ringe enthaltene gravitierende Masse, ¢ die in ihm
enthaltene Ladung ist. Folgtich sind ¢* und &* Massen- und
Ladungsdichte im kanonischen Koordinatensystem; es 4st vor
allem bemerkenswert, daff nicht ¢*, sondern o* = o* 4 %@
als Massendichie auftritt.)

Allgemeiner a8t sich in dieser Weise das Problem lésen,
wenn wir annehmen, daB Masse und Ladung beliebig, aber
in der gleichen Weise verteilt sind, d. h. daB das Verhiltnis
¢* : &* eine vom Ort unabhingige Konstante ist. Das Eukli-
dische Volumintegral von ¢* im Raume der kanonischen Ko-
ordinaten, die Gesamtmasse, bezeichnen wir mit m, das ebenso
gebildete Integral von &*, die Gesamtladung, mit e. Jenes
konstante Verhdltnis wird dann gleich m:e sein. (22) ist
auech jetzt das gewchnliche, ohne Beriicksichtigung der Gravi-
tation begtimmte elektrostatische Potential der Ladungs-
verteilung &* im kanonischen Raum. Wir fithren (vgl. § 4,
letzter Absatz) die Gravitationsradien a, o’ der (auf einen
Punkt konzentrierten) Magse m und Ladung e ein und setzen
unter Bevorzugung des Falles o' > a:

a

= sin ¢, .

a/

Rechnen wir das Integral (22) aus, so kommen wir zu folgendem
Ergebnis:

1) Nimmt man g* = 0, so ergibt sich fiir den Bereich, iiber den
die Ladung eines Elektrons verteilt ist, der iibliche Radius a”. Es ist
aber nicht ausgeschlossen, dafl durch ein negatives o* das Glied ¢*@
fast vollstindig kompensiert wird; ich verweise dieserbalb auf die Mie-
sche Theorie, Es kidme ja gerade darauf an, zu erkliren, warum das
Elektron eine so kleine Masse besitzt, d. h. woher die reine Zahl a/a’
von der Grofe 1072° kommt! Die eigentliche Ladung des Elektrons ist
demnach vielleicht auf einen sehr viel kleineren Bereich konzentriert,
und «”” hat lediglich die Bedeutung des ,,Wirkungsradius*.
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Ist die Ladungsverteilung (zu der mach Voraussetzung die
Massenverteilung proportional ist) im kanonischen Koordinaten-
system bekannt und ¢ thr ,elementares”, d. h. ohne Beriick-
sichtigung der Gravitation nach der clementaren Theorie be-
stimmtes Potential, multipliziert mit dem konstanten Faktor

K} COS @, ,
so gilt ‘strenge

(28) D — e sin ¢ V? _ cos gy

@’ cos (p — o)’ "~ cos(p — @)

Im Falle des Ringes ist insbesondere
’ co n
P = ﬁﬁR_s‘!i_

wo R die ,,Entfernung® des Aufpunktes P vom Ring be-

deutet. Fir grofe R ergibt sich daraus fiir YV f die asymptotische
Formel

a
1 — %,
aus der hervorgeht, da m in der Tat, wie oben behauptet,
die gravitierende Masse ist.

Es bleibt unter den gegenwértigen Annahmen noch der
zweite Koeffizient h des kanonischen Linienelementes zu be-
rechnen. Dazu steht uns die Gl. (14), § 5, zur Verfiigung.
Behandeln wir sie in der gleichen Weise wie dort, so erhalten

wir far p = lg ]/h_f zundchst

2., WHVEl _ 1[0, 9]
4%y + 7 5 7
Gehen wir zum CGS-Bystem iiber — der Faktor } auf der
rechten Seite ist dann durch »x/c¢® zu ersetzen — und be-

nutzen die Ausdriicke (28), so nimmt diese Bestimmungs-
gleichung fiir y die einfache Form an

(24) Ay =[pg].

Lassen wir die Voraussetzung der Proportionalitit von La-
dung und Masse fallen, so 148¢ sich die Losung nicht mehr auf
so einfachem Wege ermitteln. Nun liegen aber fiir das Elektron
und den Atomkern die numerischen Verhéltnisse so, daB a/a’
sehr klein, von der GréBenordnung 10-20 bzw. 10-17 ist.
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Unter diesen Umsténden kann also die Massenwirkung vollig
neben derjenigen der Ladung vernachlissigh werden. Speziali-
sieren wir unsere Formeln in dieser Weise, d. h. dadurch,
daB wir a =0, @y = 0 setzen, so kommen wir zu dem Satz:

Ist die (rotationssymmetrische) Verteilung ruhender La-
dungen, meben deren Wirkung die Massenwirkung vernach-
ldssigt werden kann, im kanonischen Koordinatensystem be-

lkannt und @ thr elementares Potential multipliziert mit Vx/c,
so gilt unter Beriicksichtigung der Gravitation

[ — 1
Q):Vftg(p, VF= cos g

Das Auftreten der durch ihre Periodizitit in so engem
Zusammenhang mit den ganzen Zahlen stehenden trigono-
metrischen Funktionen hat etwas Uberraschendes; in Be-
reichen, in denen ¢ mit 1 vergleichbare Werte erreicht, gilt
nicht mehr das Superpositionsprinzip, vielmehr sind die Poten-
tiale der wirkenden Krifte trigonometrische Funktionen der-
Jenigen GroBe, welche diesem Prinzipe geniigt. Bei hinreichend
konzentrierten Ladungen konnte es geschehen, daB eine die-
selben einschlieBende Fliche S auftritt, auf der ¢ den Wert /2

erreicht und daher @ und Jf unendlich werden. Da auf dieser
»Grenzfliche der AuBenwelt” nach (24) hf endlich bleibt,
wird auf ihr das rdumliche ULinienelement do? = 0; mittels
des invarianten Linienelements ausgemessen, stellt sich daher
S als ausdehnungslos heraus. — Fiir das Verstéindnis der Vor-
génge im Atom ist unser Ergebnis kaum nutzbar zu machen;
denn die Abweichungen des Feldes der Elekfronenladung e von
dem. durch die gravitationslose klassische Theorie bestimmten
sind nur in Distanzen merklich, die von der GréBenordnung
a’ ~10-33 em sind!

Die kugelsymmetrische Punktladung erscheint im kano-
nischen Koordinatensystem als eine Kreisscheibe vom Radius o,
auf der die Klektrizitit so verteilt ist, wie es nach der ele-
mentaren Elektrostatik auf einer geladenen Metallplatte der
Fall ist.

(Eingegangen 8. August 1917.)

Annalen der Physik. IV. Folge. 54. 10





