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Le présent texte se focalise exclusivement sur I'exploration d’une variété d’espace-temps (M, g), ou la
métrique g est diagonale.

Au sein du premier chapitre, une étude comparative est entreprise pour évaluer deux méthodes distinctes
permettant de calculer avec précision les composantes des tenseurs classiques liés a la courbure, tels que le
tenseur de courbure, le tenseur de Riemann, le tenseur de Ricci et le tenseur d’Einstein.

La premiere approche adoptée est la méthode standard, qui s’appuie sur 'utilisation de la base de champs
de vecteurs (9,01, 02,03).

La seconde méthode, connue sous le nom de méthode des "tétrades”, se distingue par 1'utilisation d’une
base alternative (6,601,602, 63), spécialement choisie pour orthonormaliser la métrique g et ainsi faciliter les
calculs et les interprétations géométriques.

On applique ces deux méthodes dans le contexte d’une métrique h spécifique, présentant des propriétés
diagonales et une symétrie sphérique. Cette métrique englobe les métriques connues telles que celles de
Schwarzschild, de Reissner-Nordstrém et de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker.

Le deuxieme chapitre est dédié a la résolution de ’équation d’Einstein pour la métrique h en présence
d’un tenseur énergie-impulsion général. Les efforts se concentrent sur ’analyse et la résolution de ’équation
d’Einstein pour en déduire les premieres propriétés des fonctions apparaissant dans la métrique.

Des exemples sont présentés pour illustrer ’application des résultats obtenus. Une attention particuliere
est accordée a I'étude de la métrique de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, qui est utilisée pour décrire
I’expansion de I’Univers dans le cadre de la cosmologie. Dans un second temps, une analyse plus détaillée
est consacrée aux métriques de Schwarzschild et de Reissner-Nordstrom, qui représentent respectivement les
solutions pour un objet massif non chargé et chargé dans un espace-temps courbé.

Enfin, des résultats généraux sont démontrés concernant la forme générale de la métrique dans ces cas
spécifiques.

1. Professeur agrégé en classes préparatoires et chargé de TD & 'université de Caen-Normandie.
Contact : david.pigeon@unicaen.fr
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Chapitre 1

Calculs des objets associés a la courbure
pour les métriques diagonales

1.1 Généralités et notations

On fixe pour toute la suite une variété différentiable M de dimension 4. On se donne un atlas maximal
sur M et on suppose en chaque point p de M donné une carte de M du type :

(U,p = (a°, 0t 2% 2%))

avec p € U sur laquelle on fera les calculs. On a donc un difféomorphisme ¢ : U — o(U) ¢ R* et donc pour
tout 7 € {0,1,2,3}, on a une application infiniment différentiable :

20U —R

appelée 'application coordonnées i-eéme.

On note ¢*° (M) I'ensemble des fonctions f infiniment différentiables de M dans R (sur chaque carte U
la fonction fi; : U — R est telle que fo ¢ 1 p(U) c R* — R soit infiniment différentiables au sens usuel).
Dans toute la suite, tous les objets considérés seront infiniment différentiables.

Pour simplifier la notation, nous utiliserons par la suite le symbole M a la place de U. Il sera ainsi
sous-entendu que nous travaillons dans une carte munie de coordonnées.

Des références pour les notions traitées dans ce chapitre sont :
[2], 6], 8], [9], [11], [17], [20].

1.1.1 Fibrés tangent et cotangent

On commence par définir la notion de vecteurs et d’espace tangent.

Définition 1.1.1.1: Espace tangent en un point

Soit pe M.

(i) Un vecteur en p de M est une fonction :
v:E€C(M)—R

telle que pour tous f1, fo € €< (M) et tous a,beR :
(a) v(afi +bf2) = av(f1) +bu(f2);
(b) v(fif2) = fi()v(f2) + fa(P)v(f1).

(ii) L’espace tangent T,M en p de M est défini comme I’ensemble des vecteurs en p de M.




CHAPITRE 1. CALCULS DES OBJETS ASSOCIES A LA COURBURE POUR LES METRIQUES
DIAGONALES 1.1. GENERALITES ET NOTATIONS

On remarque que si f := a est constante sur M alors v(f) =0 car on a par le point (i.b) :

v(1l) =2v(1)
i.e. v(1) =0 et donc on a par le point (i.a) :
v(f) = v(a)
=av(l)
-0

Notation 1.1.1.2: Notation pour 1’espace tangent en un point
Soit pe M.
(1) On définit deux lois sur T, M. Pour tous vy, vy € T,M, tout a € R et tout f e €*° (M), on pose :
(a) (v1+v2)(f):=v1(f)+v2(f);
(b) vi(af) = avi(f).
(2) L’élément 0; ) : €°° (M) — R est défini pour tout f e € (M) par :
9 -1
Dip(f):= E (foy™)

le(p)

On a le résultat classique suivant.

Proposition 1.1.1.3: Structure d’espace vectoriel de T, M

(i) On a:
@i,p € TpM.

(i) Les 0;p sont linéairement indépendants.

(ili) Soit p € U. Le triplet (T,M, +,.) est un R-espace vectoriel de dimension 4 engendré par les 0; ,
1.e. 0N & :

TpM = VectR ((%,p) .

Démonstration. (1) Soit fi1, fo € €°(M) et a,beR. On a par linéarité de la dérivation, de la composition
a gauche et de I’évaluation :

Ouplafi +b72) =~ ((afi +bf2) 0 ™)

lo(p)

0
(afiop™ +bfr0p™")

ox’ lo(p)
0 1 0 -1
- a% (fl e )Iw(p) * b@ (f2 °v )Iso(p)
=a0;p(f1) +b0;,(f2)
Par la dérivation d’un produit, on a :
0 _
8i,p(flf?) = Oz ((flfQ) °o@ 1)|g0(p)
0 _ _
= g (froe™)(f200) )

= fi (¢ (o)) % (F2007) ) * L2 (¢ (0() % (free™)
= [1(P)ip(f2) + f2(p)0ip(f1)

lv(p)
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DIAGONALES 1.1. GENERALITES ET NOTATIONS

Donc on a :
62-7], € TpM.

(ii) Soit a’,at,a?,a® € R tels que :
3 .
Z al ip = 0
i=0
i.e. pour tout fe€¢*(M), on a :

3 .

Z a’@i,p(f) =0.

i=0

Comme 27/ : M — R e (M), on a :

3 . .
0 = Z a’(?@p(:cj)
=0
3
i 9 i
—;a?( oy )Iw(p)
3
= > a6y (¢ (e(p)))
=0
3
=Sl
=0
:a‘j

Ainsi les 0;,, sont linéairement indépendants.
(iii) Soit v e T,M fe € (M) et g€ M. Posons :
F::fogo_l ‘R* R,
z:=(20,21,2%,2°) =07 () y= 0 A 0) =07 ().
Notons :

A= (A0 AN N): [0,1] — R*
s — (1-s)y+sz

le segment reliant y et z dans R*. Comme F est différentiable sur R* et comme X = z —y, on a par le
théoreme fondamental de I'analyse et la dérivée d’une composée :

f(@) - f(p)=F(2)-F(y)
= F(A(1)) - F(X(0))

= [F(A\(s)]o
1d
:/0 = (F o)) (s)ds

_ [Olg(:)()\i)l(s)ﬁiF()\(s))ds
:[Olg)(zi-yi)aiF((1-s)y+sz)ds
:;(zi—yi)folaiF((l—s)y+sz)ds
- Y -6E)

(2" 0 p(q) — 2" 0 p(q))Gi(0(q))

Moo

=0
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avec : .
Gi(z) = fo BiF((1-s)y + s2)ds.
Ainsi la fonction f est donnée par :

3 . .
fiqg— f(p)+ Z(:)(w o p(q) — ' o 0(p))Gi(v(q))-

Comme v est linéaire et nulle sur les constantes et en utilisant les lois vérifiées par v, on a en appliquant

3 . .
v(f) =v(f(p))+ Z(:)v ((z' o p(q) - 2" 0 o(p))Gi((q)))
3 3
=v(f(p)) + ;}(3«"" 0 p(q) —z' 0 p(p))g=pv (Gip(p))) + ;)Gi(w(p))v(wi o —a'op(p))
3 .
= ;)’U(@“Z 0)0ip(f)
En posant : ‘ .
o= (i 0 )
on a donc :

U= viai,p € Vectpr (8i7p) .

Définition 1.1.1.4: Fibrés tangent et contangent

(i) (a) Le fibré tangent de M est défini par :

TM = | {(p,v), veT,M}
peM

={(p,v), pe M AN veT,M}
il est muni naturellement d’une application projection :
m: TM — M
(p,v) — p
(b) Un champ de vecteurs est une section de T'M i.e. une application X : M — T'M telle
que mo X =1Idyy.

(ii) (a) Soit p € M. L’espace cotangent Ty M en p de M est défini comme le dual de T),M i.e.
on a:

T;M = (T,M)".
Les éléments de T,y M sont appelés covecteurs.
(b) Le fibré cotangent de M est défini par :

M= {(p,9), T, M}
peM

={(n.¢), peM A 9T M}
il est muni naturellement d’une application projection :
m™: T"M — M
(p,9) — »p

(¢) Un champ de covecteurs ou 1-forme (différentielle) est une section de T*M i.e. une
application a: M — T* M telle que 7* o v = Idyy.
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CHAPITRE 1. CALCULS DES OBJETS ASSOCIES A LA COURBURE POUR LES METRIQUES
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Exemple 1.1.1.5: Fibrés tangent et contangent

(1) On note pour tout i € {0,1,2,3}, la section :

9: M — TM
p +— (p,0ip)

La famille ¢ := (0y,01,02,03) forme une base de champs de vecteurs i.e. pour tout p € M,
(00,ps O1,p, 02,03 ) est une base de T, M.

(2) On note (dz®?,dz'?,dz??,dz3P) la base duale de (0g p, O1 p, D2,p, O3) i.€. pour tout j € {0,1,2,3}

on a une forme linéaire : ‘

da’?: T,M — R
telle que : . '

da?P (Ozip) = 6]
On note alors la section : .

de?: M — "M
p — (pda?P)

La famille € := (d:JcO, dzt, dz?, da;3) forme une base de champs de covecteurs i.e. pour tout p € M,
(dxo’p,dxl’p,dxg’p,dx?”p) est une base de T); M.

. J

Dans toute la suite, on omettra par abus l'indice ”p”. Donc on confond dans les notations vecteurs et
champs de vecteurs, et covecteurs et champs de covecteurs. On aura donc par exemple :

daz? (9;) = 47,

1.1.2 Le langage des tenseurs

Soit des R-espaces vectoriels E, F, Eq, ..., Ej.
e On note :
-Zk(El X oeee X Ek,F)
I’ensemble des applications k-linéaires de F x --- x Ej, dans F';
e On note :
E* = Z(E,R)
lespace dual de E et E** := (E*)* ’espace bidual de E. On a un isomorphisme canonique entre
E et son bidual E** donné par :

E — E*
u — (¢ d(u))

On les identifie a partir de maintenant.

On fixe pour cette sous-section des bases & := (e1,...,e,) et B' = (f1,..., fm) sur E et F respectivement.
On note B* := (e!,...,e") et B = (f,..., f™) les bases de E* et F* respectivement déduites de & et %’

(on a e'(e;) = 5; et fi(fj) = (5;)

Définition 1.1.2.1: Produit tensoriel

Le produit tensoriel des espaces vectoriels Fi,..., Ej est défini par :
Fi®--®FE;:= gk(Ef X eee X E,:,R)

Les éléments de F; ® --- ® E}, sont appelés tenseurs.

David Pigeon 9 Calculs pratiques en relativité générale
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Exemple 1.1.2.2: Exemples usuels

(1) Pour tout T € E® F, on a une décomposition :

n m
T=3 Y Tjei® fi=Tje: ® fj.
i=1j=1

La deuxieme égalité est la convention d’Einstein que nous adoptons a partir de maintenant.
On a donc :

T(c*, f1) = Tyjei ® fi (¥, f1) = Tyjei(e¥) f5(f1) = 1086 = Ty

(2) On a:
EQE:=%(E"xE*"R), E® E":= %(E" x E,R)

Pour tous k,l € N, on a par exemple :

E®(k‘+1) o E®k QF E®k ®E®l = E®(l€+l)
E®':= Z(E"R)=E" =E (E®%)® = ge(D
E®0 =R

° ° o * o o o
On a un isomorphisme canonique (E*)®k = (E®k ) qui nous permet d’identifier ces deux espaces
vectoriels.

On pose :
yk,lE . E®k ® (E*)®l

On construit ainsi ’ensemble :
TE=@Q THE.

k120
e Les éléments de T*E = F*OF (avec k > 0) sont appelés tenseurs contravariants.
e Les éléments de 79 E (avec [ > 0) tenseurs covariants.
e Les éléments de T"'E (avec k,1 > 0) tenseurs mixtes.
On construit de fagon naturelle une loi + entre tenseurs de méme type ainsi qu’une multiplication par
un scalaire. Ce qui fait du triplet (7 F,+,-) un R-espace vectoriel. Une tenseur 7' de type (k,l) admet une
unique décomposition du type :

T=T! " e, ®®ey, 8 @ 0e

On dira que c’est la décomposition de 7' dans les bases # et %*.
On construit ci-dessous une opération de multiplication.

Définition 1.1.2.3: Produits de tenseurs

Soit z1,...,xp € E et ', ... 4% € E*. On a un élément :
110 e-ey ¢ THME = EFe (B

défini pour tous ¢',...,¢" e E* et y1,...,y; € E par :

ko l )
($1 ® @ T ®¢1 ®"'®T/)l) (¢1"-' a¢k7yla' : "yl) = quz(l‘l) X HT/)](?/J)
i=1 j=1

Ce produit se généralise par linéarité aux formes multilinéaires quelconque ainsi le produit S ® T de
tenseurs d’ordre (ki,l1) et (ka,l2) est d’ordre (ki + ko, 11 +12).
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Exemple 1.1.2.4: Exemples simples de produits de tenseurs

(1) Le produit de z,y € E est un élément z®@y e E® E = % (E* x E*,R) défini par :
Vo, e B, (z@y)(9,¢) = ¢()d(y).

(2) Le produit de ¢,1 € E* est un élément ¢ ® ¢ € E* @ E* = % (FE x E,R) défini par :
Yo,y e B, (9@ P)(z,y) = o(x)9(y)-

(3) Le produit de z € E et 1) € E* est un élément z ® ) € E ® E* = %4 (E* x E,R) défini par :

Voe E*,Vye E, (x®9)(d,y) := d(x)(y)-

Ces produits sont associatifs, non commutatifs et distributifs par rapport a +.
Le quadruplet (JE,+,-,®) est ainsi une R-algebre graduée.
On finit cette sous-section par la contraction de tenseur.

Définition 1.1.2.5: La contraction d’un tenseur

Soit un tenseur T:=21® - Q2 9y ® -0y’ ¢ E®* @ (E*)®l d’ordre (k,l) avec k,1>1,i€{1,...,k}
et je{l,...,l}. La contraction de T suivant les indices i et j est le tenseur :

[T]§:yj(xi)xl®"'®$i—l L ® Q1Y @ 0y ey le oy

C’est un tenseur d’ordre (k—1,1-1).

\. J

Ces contractions sont associatives et distributives par rapport a +. On peut montrer qu’elles sont
indépendantes de la base choisie.

Exemple 1.1.2.6: La trace d’un tenseur de type (1,1)

Soit un tenseur T € Z'E de type (1,1). Comme
J'E=E®FE*=%(E)

alors T' est vu aussi comme une application linéaire de E. Notons la décomposition dans la base %
et B par : ' ‘
T:=Tie;®e.

La trace de T est définie par :
tr(T) = [T]}.

On a donc :

tr(T) = [T];
= T;-e](ei)
- 135
= T;,

Cette définition est donc la méme que la définition standard de trace d’'un endomorphisme. La trace
est indépendante de la base choisie.
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1.1.3 Champs tensoriels

On note 7™M Densemble des champs tensoriels réels de M de type (k,1) i.e. 'ensemble des
champs &7 tels que en chaque point p € M, on ait un tenseur <7, de type (k,l). On a donc une application
k-linéaire :

k * l
oy (T,M)" x (T; M) — R
grace a ’égalité :
k * ®l
THT,M = (T,M)®* © (T; M) .

On note alors .7 M I’ensemble des champs tensoriels de M i.e.

ITM = || M.
k,1>0

Toutes les opérations définies sur les tenseurs dans la sous-section précédente s’étendent au champs ten-
soriels naturellement.

Exemple 1.1.3.1: Exemples de champs tensoriels

(1) Un champ scalaire est un champ tensoriel de type (0,0).

(2) Un champ de vecteurs est un champ tensoriel de type (1,0).

(3) Un champ de covecteurs ou 1-forme est un champ tensoriel de type (0,1).
(4)

4) Une application linéaire de M dans M (i.e. pour tout p € M, on a une application linéaire de
T, M) peut-étre vu comme un tenseur de type (1,1).

Définition 1.1.3.2: Exemples de champs tensoriels

Une métrique d’espace-temps (de signature (1,3)) est un champ tensoriel g de type (0,2) tel
que pour tout pe M :

(i) gp soit symétrique i.e. pour tous champs de vecteurs X et Y et tout pe M, on a :

9p(X(p),Y(p)) = 9p(Y(p), X(p))-

(ii) gp soit non dégénérée i.e. pour tous champs de vecteurs X et Y et tout pe M, on a :
9p(X(p),Y(p)) =0r = X(p)=0r,m Vv Y(p)=01,0m.

(iii) g, soit de signature (1,3) i.e. il existe une base %, de T,M telle que

1 0 0 0
0 -1 0 0
Aatz,(9) =1y o -1 0
00 0 -1

On dit alors que le couple (M, g) est une variété d’espace-temps ou variété lorentzienne de
signature (1,3).

On omettra par la suite la lettre ”p”. On dira par exemple que g est symétrique et on écrira au lieu de
9p(X (), Y (p)) = 9p(Y (p), X (p)) simplement :

g(X,Y) :g(YvX)

Calculs pratiques en relativité générale 12 David Pigeon
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Exemple 1.1.3.3: Métriques a symeétrie sphérique

(1) Métrique sur la 2-sphére unité. Considérons la 2-spheére unité de R? :
2= {(a:,y,z) eR3, 22 +y?+ 22 = 1}.
Le changement de variables entre les coordonnées cartésiennes et sphériques est donné par :

f: ]0,7[x[0,2n] — S?cR3
(9, ) —  (z,y, 2) = (sin cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos )

La matrice jacobienne du changement de variables vaut :

Oz Oz - .
99 96 cos¥cose —sindsing
| % 9|_ i i
J o= gﬂ g¢ =| cosd¥siny sindcosp
z z —q]
= = sin 0

Notons :
d=dz®dr+dy®dy+dz®dz

et hq := f*6 la métrique sur la 2-sphére unité déduite de § par la paramétrisation f. Comme :

1 0 0
.//at(azjayﬁz)(é‘) = I3 =10 1 0
0 0 1

on a :

.//at(awaw) (hQ) = tJﬂat(@z75y7@Z)(5)J
='JI3J

cos¥cosp —sindsinp
cos¥sing  sint cosp

. . 1 00
_ ( cost¥cosy cosvsin g —sm19) 01 0
0 0 1 —sind 0

B —sinysine sinvcosp 0

(1 0
“\0 sin?¥

hq = d9 ® d9 + sin? 9dp ® dp

Donc on a :

(2) Passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées sphériques. La métrique 7 est
donnée dans la base € par :

n=dz’ ®da’ - dz! @ de! - da? ® da? - dz® @ da®.

Donc on a :
1 0 0 O
0 -1 0 0
Ng := ///at%(ﬁ) = 0 0 -1 0
0 0 0 -1

Le changement de variables entre les coordonnées cartésiennes et sphériques est donné par :

z0:=t

z! := rsindcosp

x2 := rsindsinp
3

z° =7 cos v
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CHAPITRE 1. CALCULS DES OBJETS ASSOCIES A LA COURBURE POUR LES METRIQUES

DIAGONALES

1.1. GENERALITES ET NOTATIONS

La matrice jacobienne du changement de variables vaut :

Notons :

Posons pour simplifier :

Par changement de base on a :

920 920 920 920
ot or 99 99 1 0 0 0
9z!  Q9z!  Qx! Q! 0 sind 9 s
J=|ot o a1 ag|_ sindcosp rcostcosp -rsindsing
%Lt %ir %Lﬁ % 0 sindsing rcosd¥sing rsintcosep
8z3  0z3  09xd  9x3 0 cos —rsin 0
ot or 99 0é

B = (at7a1”7819)8¢) ) B = (8t,8r,819,8¢)

Ny = Matz(n) , c(9):=cos?, s(¥):=sind, c(¢):=cos¢, s(¢):=sing.

Ng
=t JNgJ
1 0 0 0 1 0 0 0)\/1 0 0 0
_|{0 s@ele)  s(D)s(e) @) [[O -1 0 0 [0 s(D)e(p) re(9)e(p) —rs(d)s(p)
0 re(@)e(e) re(P)s(p) -rs(@) 1o 0 -1 0[]0 s(9)s(p) rc(P)s(p) rs(P)c(p)
0 -rs(9)s(p) rs()e(e) 0 0 0 0 -1/\0 c() -rs(9) 0
1 0 0 0 1 0 0 0
_|0 —s(@)e(p)  —s(P)s(p)  —c(@) [[0 s(D)e(p) re(P)e(p) -rs(9)s(p)
0 —re(d)c(p) —re(@)s(ep) rs(@) |10 s(P)s(e) re(P)s(e) rs(P)e(p)
0 7rs(¥)s(e) -rs(P)c(p) 0 0 c(v) -rs() 0
1 0 0 0
10 -1 0 0
“lo o —? 0
0 0 0 -r’sin®y
Donc on a :
= daz® ® dz° - dz! @ da! - dz? ® da? - da® @ da?
=dt®dt —dr @ dr - r2dd ® d9 - r*sin? 9dp ® dyp
1.1.4 La métrique diagonale du texte
On rappelle ce qui a été défini.
e Une variété différentielle M de dimension 4.
e En chaque point p de M, on se donne une carte de M du type :
(U, = (2,21, 2%, 23))
sur laquelle on fera les calculs
o € :=(0y,01,02,03) la base de champs de vecteurs sur U associée aux coordonnées z := (2%, z!, 22, 2%) i.e.

on a :

0

0= Oxt’

dz’ (9;) = 5.

€ = (dz®,d2?,dz?, dz?) la base duale associée & € de champs de covecteurs i.e. on a :
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CHAPITRE 1. CALCULS DES OBJETS ASSOCIES A LA COURBURE POUR LES METRIQUES
DIAGONALES 1.1. GENERALITES ET NOTATIONS

On omet les "p” dans les notations ainsi que le "U”.

On se donne sur M une métrique g d’espace-temps (de signature (1,3)) qui soit en coordonnées locales
de la forme :

g=n (euk(w)d$k) ® (GUk(x)d$k)
= nke%’“(x)dxk ® dz*
=20 @30 @ dz® - 21 dz! @ da! - 22 da? @ da? - 2P d2® ® da®
avec _ L
M = { E1 :n]fmz Ve Gimi 05 0= 07 = by5 0 { (1) :nzo;]

On note aussi :

e les composantes de g par :
gij =4 (0, aj) = 77z‘j€2ui(m)

e la métrique :
n= nkdmk ® da*
=dz’ ® dz° - dz' ® dz! - d2? ® da? - da® ® da®
et donc on a :
nij = n (9, 05) .

e les dérivées :

i
Oxk

On omettra par la suite la variable "z” dans les fonctions wu;.

Exemple 1.1.4.1: Exemple de la métrique h

Dans tout ce texte, on prendra comme exemple la métrique diagonale h suivante :

82ui

2
U g1 = Oy = .
W K= 5kl

w; f = Ou; =

h =N dt @ dt - M dr @ dr - 1% (49 @ dd + sin® Iy ® dp)
=2t qt @ dt — 2 dr @ dr — r2e®*® hg
avec
hq = do ® A9 + sin? 9dp ® dyp

la métrique sur la 2-sphére unité en coordonnées sphériques (voir le point (2) de 'exemple ??7). On
est donc dans le cas ou :
(2°,2',2%,2°%) = (8,1, 9, 9).

et
uo(t,r) =u(t,r)
ur(t,r) :=v(t,r)
ua(t,r) :=b(t) +In(r)
us(t,r,9) :=b(t) +In(r) + Insin()

On notera pour les indices ou exposants :

(Oa ]-a 273) = (t,T, 197 ¢)
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CHAPITRE 1. CALCULS DES OBJETS ASSOCIES A LA COURBURE POUR LES METRIQUES
DIAGONALES 1.1. GENERALITES ET NOTATIONS

On notera les dérivées par rapport a ¢ avec un point (par exemple % et i) et les dérivées par rapport
a r avec une apostrophe (par exemple u' et u’).
Cette métrique nous permettra de traiter deux cas usuels dans le prochain chapitre.

(a) Les métriques intérieure et extérieure de Schwarzschild (SCHW), et la métrique de
Reissner—Nordstrom (RN) qui correspondent au cas ou :

b=0.

(b) La métrique de Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker (FLRW) qui correspond au cas
ou :
w=u"=0 , v(t,r)=v(r)+b(t).

1.1.5 Orthonormalisation

La base € n’est pas orthonormale pour g en générale i.e. on a en générale :
9(0:,05) = g # nij-
On va construire une base orthonormale €, := (6y, 61,62,03) associée & €. Notons :
0 == .

On veut que :
2

M =g (0x,01) = g (f*0, f*0;) = (fk)Zg(akﬁk) = (") g

Nk 1 —u
fk — LA —e k
V 8kk  \/|Skkl
1

O = f50, =

i.e. on a donc :

Ainsi on a :

O = e “* 0 (1.1.5.1)
[:3%%

On note € := (0°,0',62,6%) 1a base duale associée & €, avec :

0% := f.dat.
On a donc :
1=0%(0y) = fRda® (fudy) = f* fuda® (1) = ¥ fi
j.e.0n a : .
fro=(fF) " =e".
Ainsi on a :
0k = frda® = e dat. (1.1.5.2)
On a donc :

g=0"060"-0'®0' -0°00>-0°06° =" © 0" = ;0" ® 67

Exemple 1.1.5.1: Suite 1 de la métrique h

On reprend l'exemple avec la métrique h (voir 1.1.4.1) avec :

uo(t,r) =u(t,r) ui(t,r) = v(t,r)
ua(t,r) :=b(t) +1In(r) ug(t,r,9) =b(t) + In(r) + Insin(F)
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On note :
%J_ = (00,91,02,03) = (0t797“701970¢)

la base orthonormale associée a :
B = (00, 01,02,03) = (O, O, 0y, 0p)

et
Bt = (0°,0%,6%,0%) := (0°,07,67,0%)

la base duale associée a %,. On a donc :

0; =0y =e "0 0,=01=¢e"0;

s =05 =710, 0y =03 = r~Lsin! 19e_b8¢
0 = 0° = evdt 6" = 6 = evdr

0” = 6% = redy 0% = 6% = rsinde?dg

Ainsi on a :
h=0"00"—0"060" —0°® 0" - 0? @ 9°.

1.1.6 Les bases & et &*

On note pour toute la suite :
e & :=(ep,e1,e9,€3) une base de champs de vecteurs sur M ;
o & :=(e% el e?,e3) la base duale associée & & i.e. on a :
e (ej) = 5;
Les bases & et &* nous serviront a traiter le cas général. Posons :
gij =g (e e5)
1.€e.0n a :
g = 8ij ei ® ej.
Il est a noter que contrairement a € et %, la métrique g n’est pas diagonale dans & i.e. on peut avoir :

1+7) A gij¢0-

1.1.7 Notations des tenseurs

Soit un champ tensoriel <7 de type (k,l). On note :

JiJk ._ J1 Jk o, )
Ai1~~-iz .—42/(6 yeees€ ,e“,...,ezl)

Al = o (da? L dat 0y, .., 0;)

g

Aﬁgk . %(Hjl,---79jk,9i1,-~-’9iz)

iy
On utilisera des lettres spécifiques suivant la base avec laquelle on calcule les composantes des champs
tensoriels. Voici un tableau qui explique la forme de lettres utilisées :

Champs Dans les bases | Dans les bases | Dans les bases
tensoriels & et & C et ¢ ¢, et

%, 9 7,...| R GT,... R, G, T,... R, G, T,...
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Ainsi on a les décompositions :

A =AlT e @@ @ @@

‘i

A =AY @00, ®dr @ ®da
71 J1 Jk

i

A=A ®00;, 00" @00

i

Proposition 1.1.7.1: Relations entre les composantes

o l k o
J1Jk _ . . J1 0k
Ail"'il = €exp ( Z Us,, Z:lujn)Ail-“il .
n=

n=1

Démonstration. On a :
AT 9 @ ® 0, ® da'! @ @ da”
=g
_AJ1TR g ) 2 i
=A; 0,800, ®0" @ ®0"

:Agll:_':gl’“ e "0, ®-®e k), ®e'1dz" @ @ e ida"

11007

! k . . .
:exp(z wi, — Y. ujn)Aj»l"'q’“ 0j, ® - ®0;, ®dz'" @ ®dz"
n=1

n=1

Ainsi par unicité de la décomposition de .o# dans les bases % et €*, on a :

o l k L
Jrede _ o ) A
A —exp(zluln Z:lu]")Ail‘“il .
n= n=

On donne dans 'exemple suivant, les principaux champs tensoriel étudié dans ce chapitre.

Exemple 1.1.7.2: Exemples usuels

(1) Le tenseur de courbure se décompose en :
%=Rijkl e;®ed @k @é
X = Rijkl 0; ® do’ ® dz* ® da'
B =R ;26" ®0" 0
Ainsi on a par la proposition précédente 1.1.7.1 :
szkl _ B_Ui+uj+uk+UZRijkl-
(2) Le tenseur de Riemann se décompose en :
FZm = Rijn doe e ®e
Fm = Rijm dz' ® do? ® da* ® da!
Fm =R 0' 06 ® 0 @ 6
Ainsi on a par la proposition précédente 1.1.7.1 :

iU U+
Rjjki = IR .
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(3) Le tenseur de Ricci se décompose en :
Fic =Ry ¢ ®é
Fic =R dz’ ® da!
Ric=Rj 0/ 6"

Ainsi on a par la proposition précédente 1.1.7.1 :

Ry = euj+ulez-
(4) Le tenseur d’Einstein se décompose en :
4 = Gjl ej ® el
9 =Gy do’ @ da
G =Gy 6 ®0"

Ainsi on a par la proposition précédente 1.1.7.1 :

Gjl = eu]~+ul Gjl-

1.1.8 Descendre les exposants avec le tenseur g
Dans cette sous-section, on définit une opération qui fait baisser les indices. On rappelle que :
g = 8ij eee

avec
gij = g(eiaej)'

Exemple 1.1.8.1: Un calcul simple

Soit deux champs de vecteurs X := X¥e; et Y := Y. Calculons g(X,Y) avec la décomposition
donnée de g. On a :
9(X,Y) = gijei ® el (Xkek,Ylel)
= gijei (Xkek) ej (Ylel)
= ginleei (ex) € (&)
= gZJXledllcél]
= gu X"V

Comme g est non dégénérée, on peut associer un isomorphisme naturel a g de TM vers T* M.

Définition 1.1.8.2: Rabaissement du i-éme exposant

L’isomorphisme musical plat associé a g est I'application a, définie par :

ag: TM —  T*M

On notera aussi pour tout champ de vecteurs X :

X" = ay(X).
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Notation 1.1.8.3: Notations usuelles

Soit un champ de vecteurs X := X'e;. Posons :

Xi = X"(ei)
j.e.0n a : '
_)(b =X7;€Z.
Comme :
ag(ei)(ej) = g(ei, ;) = gij
on a:

ag(e;) = gijej

et par linéarité, on a :

X' = ag(X)
=0y (Xzel)
= Xiag(ei)
= ngl] ej .

Ainsi par unicité de la décomposition, on a :

Xj = ngl]

Matriciellement, on a :

G:= ///at%,%”*(ag) = Matg(g) = (gij)ij .

Exemple 1.1.8.4: Exemple de a, et de g dans les bases ¢ et ¢,

(1) Dans €, on a :

gij = Mje
Ainsi on a :
eto 0 0 0
0 —e™ 0 0
%at%,%&* (ag) - ///atcg(g) - 0 0 _e’ug 0
0 0 0 —e“3
(2) Dans €,, on a:

1 0 0 O

0 -1 0 O

///at%,%f(ag) :%at(fl(g) = 0 0 -1 0

0O 0 0 -1

Définition 1.1.8.5: L’isomorphisme musical plat

Soit un champ tensoriel < de type (k,l) avec k > 1 et n € {1,...,k}. Le champ tensoriel n-
rabaissé de <7 est le champ tensoriel [ <], de type (k—1,1+1) défini pour tous champs de covecteurs
Q1y.eeyQpo1, Qnyl, - - -, €t tous champs de vecteurs Xy, ..., X; par :

[d]n (Oé]_,...,an_l,an+1,...,ak,X0,...,Xl) ::g(XO,.Q{(Oél,...,an_l,.,an+1,...,ak,Xl,...,Xl)).
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On a alors la relation :
[d]n (ala" 5 Op—1,0p41y .- ,O[k,XO,. .. 7Xl) = ag ('Q{ (051,... yOp—1,9,Opy1, - "7a]€)X17‘ "7Xl)) (XO) .

La proposition suivante montre pourquoi le mot "rabaissé” a été utilisé.

Proposition 1.1.8.6: Rabaissement du n-éme exposant

Soit un champ tensoriel o/ de type (k,1) avec k> 1 et ne {1,...,k}. Posons :

JiJk . j1 j
A = (e, ey .. e5)

e,
J1Jn-1dn+1Jk ._ J1 Jn-1 ,Jn+1 Jk . ) .
Al =[], (..., &0 e ek e e, €,)
Alors on a :
J1Jn-1Jn+1"Jk _ AJ1*In-1MJn+1"Jk
jnil"'il - All’ll g n*
Démonstration. On a :
J1gn-1Jn+1Jk _ J1 Jn-1 jn+l Jk . .. )
Ajnir?iz n —[d]n(e L., ednt el e ,e]n,e“,...,e”)
_ . J1 Jn-1 Jn+1 Jk . .
—g(e]n,m/(e o, edt e el e ,ell,...,e”))
— A jl"'jnflmjnﬂ'"jk
=g (ejn’Ailmil em)
_ AJUIn-1MJne1dk .
- Ail"'il g (ejn’em)
AT e gy
=85 &mijn

Comme g est diagonale dans les bases € et €., on a donc le résultat suivant.

Corollaire 1.1.8.7: Rabaissement du n-eme exposant

Soit un champ tensoriel o/ de type (k,l). On a donc :

1 dn-1dn+10k _ o 2Uj, AJ1Jk
Jni1-iy = Mjn € nAir“iz
Gl Gn-1dnel - jk . J1Gk
YR Mjnt24;.-;

J

On voit donc que 'action définie fait baisser les exposants d’un champ tensoriel. On reprend les calculs
sur deux exemples simples.

Exemple 1.1.8.8: Deux exemples simples

(1) Soit un champ tensoriel & := A'je; ® €/ de type (1,1). On note :
Ay =[], (ex, )

j.e.0n a :

[Q/]l = Akl ek ® el.

Comme :

[%]1 (XvY) :g(X,JZf(O,Y))
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et
of (e,€)) = Aijej (er1) e
= Azjéljez
=A' e
on a :
A =[], (e, &)
=g (ek,sz{ (0,61))
=g (ex, A"l &)
= Aizg (ex,e:)
=A'igi
On a donc par exemple :
At = N’
= mA¥)
Ag = gAYl
= gkkAkl
— nk€2ukAkl
(2) Soit un champ de vecteurs X := X'e; i.e. X est un champ tensoriel de type (1,0). On note :

X} = [X]l (ex)

t.e.0n a :

X' =[X], = Xpe"

Ainsi on a :

Xy, = [X]; (ex)
=g (e, X)
:g(ek,Xiei)
=X'g (ex, €:)
= X'ggi

On a donc par exemple :
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1.1.9 Monter les indices avec le tenseur g*

Dans cette sous-section, on définit une opération qui cette fois-ci fait monter les indices.

Définition 1.1.9.1: L’isomorphisme musical diese

L’isomorphisme musical diése associé a g est I'application inverse a;l de a4 définie par :

at: T"M — TM

On notera aussi pour tout champ de covecteurs « :

af = a;l(a).

Notation 1.1.9.2: Définition de a;l et g”

(1) On note : - o
g7 =a,'(e")(e))
On a donc : A
agl(e’) =ge;
Comme :
a;l oag=Idrpy , agoa,” =Idpspy
on a :

Idrar(er) = ex
= 3pe;
a,' (ag(ex)) = a;" (grie’)

= gria, (¢')

= g1ig”¢;
D’ou par unicité de la décomposition, on a :
gig” = 5.
(2) Soit un champ de covecteurs a := @;e’. Posons :
o = al(e;)
7.e. 0N & : ‘
ol =adle;.
Comme :

A
a, (e') =g"¢;
on a par linéarité :
_ -1
al = a, (a)
_ -1 i
= ag (aie )
= aya, ' (e')
y
= a,-gjej.
Ainsi par unicité de la décomposition, on a :

aj = aigij.
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(3) On associe a a;l le tenseur g* de type (2,0) défini pour tous champs de covecteurs a := a;e’ et
B := B;el par :
g*(a, 8) = B(a; ().

On a donc :
g* (e, ¢)) = & (a;'(e"))
= ¢l (g'er)
_ Zk(s‘lz:
et par bilinéarité :

9" (. ) = g* (o€’ Bje)
=g (e", e )aiB;
=g"a;B;
= alﬂl

avec : ' '
ae;i=al | Plej=ph

Et donc on a :
g =g'e;® €;

Matriciellement, on a :

Gl = Matge o (ag') = Matg (") = (87)

iy’

Exemple 1.1.9.3: Exemple de a;l et de g* dans les bases ¢~ et ¢

[¢

(1) Dans ¢, on a :

gm‘gij = 5%
ki = T "
Donc on a : -
g7 =mije k.
Ainsi on a :
e 1o 0 0 0
0 -e™ 0 0
-1y _ *\
%at‘g*,(g(ag ) = %at(ﬁ (g ) = 0 0 _e U2 0
0 0 0 —e U3

(2) Dans ¢}, on a :

k0" = 0}
Oki = Nki
Donc on a : N
g = mij.
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Ainsi on a :
1 0 0 0
_ . 0 -1 0 0
Matgr g, (a,') = Mateg:(g") = Matg, (g) = 00 -1 0
0 0 0 -1

Définition 1.1.9.4: Elévation du n-éme indice

Soit un champ tensoriel &7 de type (k,l) avecl>1et ne{l,...,l}. Le champ tensoriel n-élevé de
</ est le champ tensoriel [/]" de type (k+1,1-1) défini pour tous champs de covecteurs o, a1, ..., ag
et tous champs de vecteurs Xq,..., X1, Xp41,...,X; par :

(] (a0, ap, Xy, Xno1, Xty -5 X)) =97 (o0, & (o, oo, X oo, Xm0, X, -0, X0))

Les deux notions sont alors reliées par :
[527]” (Oél, .. .,Oék,Xl, e 7X7L*17Xn+17 ce ,Xl) = a;l (% (041, e ,Oék,Xl . aXn—ly‘an+1> e ,Xl)) (Oéo) .

La proposition suivante montre pourquoi le mot ”élevé” a été utilisé.

Proposition 1.1.9.5: Elévation du n-éme indice

Soit un champ tensoriel o/ de type (k,l) et ne{1,...,l}. Posons :

JiJk ._ J1 Jk . )
Az‘lmil .—427(@ Ry ,e“,...,e”)

inj1-Jk . n(pin o1 Jk o, ‘ . ‘
A i =[] (e, e, . e €,y Cin s Cinry e 1€3y)

Alors on a :
injide _ Adede gmin
11 tn-1%n+1"""2 21 tn—-1Mln+1Y

Démonstration. On a :

in gk - n(oin i1 Ik o : A )
A i = ] (e et el e, €y iy s €y

— % (et J1 Jk o, ) . )

=g (e",ﬂi(e ey ,e“,...,elwl,o,ezml,...,ezl))

_ 4 i AR m

=9 (e A i © )

— AJ1 Uk *(in m)

= A i amin a9 (€75€

_A i

11 tn—-1Min+1°7

Comme ¢* est diagonale dans ¢ et €)', on a donc le résultat suivant.

Corollaire 1.1.9.6: Elévation du i-eme indice

Soit un champ tensoriel .7 de type (k,l) avec [ > 1. On a donc :

inj1Jk _ ATk, ,—2ug,
ST e Air"iz Nin €
inj1-Jr = ATk o2y
1min 1 i1 13, Min

J

On voit donc que l'action définie fait élever les indices d’un champ tensoriel. On reprend les calculs sur
deux exemples simples.

David Pigeon 25 Calculs pratiques en relativité générale



CHAPITRE 1. CALCULS DES OBJETS ASSOCIES A LA COURBURE POUR LES METRIQUES
DIAGONALES 1.1. GENERALITES ET NOTATIONS

Exemple 1.1.9.7: Deux exemples simples

(1) Soit < := A’je; ® ¢/ un champ tensoriel de type (1,1). On note :

AR o] (e, ¢!).

Comme :
(] (a,8) = g" (a, o (B,9))
,Q/(el,O) :Aijei(el)ej
=Aij(szl~6j
:Alj el
on a:

On a donc par exemple :
kl kjpl
A" = n ]A 7
= Al
Kl _ _kjal
A™ = g JA g
= nre” 2k Al
(2) Soit un champ de covecteurs « := ae’ i.e. o est un tenseur de type (0,1). On note :
a” = [a]' (")
7.€. 0N Q :
of = [a], = afex
Ainsi on a :
o =[a]" ()
* ( k
=g"(e",a)
_ g* (ek,aiei)
_ aig* (ek,ei)
- aig"
On a donc par exemple :
oF =
_ nkkak
oF = ;g
kk
= kg

= pfhe2uk o
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1.2 Connexions associées a la courbure

1.2.1 Dérivée et crochet de Lie

On commence par rappeler la définition de la dérivée de Lie et du crochet de Lie suivant un champ vec-
toriel. Ils sont utiles pour définir la connexion de Levi-Civita. On se limite a la dérivée de champs scalaire.
Par la définition du vecteur tangent (voir 1.1.1.1), on a défini 'objet ” X (f)”, que ’on peut voir comme une
action de X sur f, c’est ce que 'on appelle aussi la dérivée de Lie de f suivant X.

Définition 1.2.1.1: Dérivée de Lie

Soit un champ de vecteurs X := X/ 0; et une champ scalaire f. La dérivée de Lie suivant X est
définie par :

X(f) = X'0:(f)-

Remarque 1.2.1.2: Remarque sur la dérivée de Lie

On peut étendre la définition de la dérivée de Lie suivant X a QM (lalgebre des formes différentielles
sur M) comme 'unique application linéaire :

Lx QM - QM

telle que :

(i) pour tout champ scalaire f, on ait :
Lx(f)=X(f)=df (X);
(il) Zx soit une dérivation de l'algebre QM i.e. :

Va,ﬂeQM, .,%X(oz/\ﬁ) =D§/ﬂx(0é)/\,3+a/\gx(ﬂ);

(iii) les applications Zx et d commutent.

On ne se servira dans la suite que de la définition sur les champs scalaires.

Lemme 1.2.1.3: Autre expression de la dérivée de Lie

Soit un champ de vecteurs X. On a

X(f)=df(X).

Démonstration. Comme :

df = 0;(f)da’

on a directement :

df (X)=df (X79;)
= X7df (9y)
= X70;(f)da’ (8;)
= Xja,-(f)5§~
= X'0,(f)
= X(f)

O]
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On en déduit alors la définition du crochet de Lie.

Définition 1.2.1.4: Crochet de Lie

Soit deux champs de vecteurs X et Y. Le crochet de Lie de X et Y est I'application [X,Y] qui &
tout champs scalaire f associe le champs scalaire :

[(X,Y](f) = XY (f)) -Y(X(f))

On a en particulier par le théoreme de Schwartz :

(05,051 (f) = 0 (9;(f)) - 95 (9i(f))
=0;5(f) = 9;:(f)
=0

t.e.0n a :

[0;,8;] =0. (1.2.1.1)

Lemme 1.2.1.5: Descriptions locales

Soit deux champs de vecteurs X et Y et un champ scalaire f.
(i) On a: ‘ ‘ -
Y(X(f))=Y?0,X'0;f + Y/ X'05;f
(ii) On a : o ' '
[X,Y](f) = (X70;,Y" - Y70;X") 0, f.

Démonstration. (i) Comme : A
X(f)=X'0:f
on a :
Y(X(f)=Y70;(X'0:f)
=Y79;X'0,f + Y/ X' O, f
(ii) Comme :
2 2
ajif - aijf =0
on a :
[X,Y](f) = XY (f)) -Y(X(/))
=X70;Y'0if + XIY' O f - Y10, X0, f -YIX' 035, f
= (X70,Y' - Y70, X") 0if + XIY' (03, f - 03, f)
= (X79;Y"-Y79;X") 0, f

On finit avec l'identité de Jacobi.

Proposition 1.2.1.6: Identité de Jacobi

Soit trois champs de vecteurs X, Y et Z. On a :

[X,[Y,Z]]+[Y,[2, X]] + [Z,[X,Y]] = 0.
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Démonstration. On a :

(X, [V Z11(f) = X(YZ - 2Y)(f)) - (Y Z - ZY )(X())
= X(Y(Z2() - X(Z(¥ () -Y(Z(X() + Z2(Y(X(])))

En supprimant les parentheses et les f, on a en permutant les variables X, Y et Z :

[X,[V,Z]]=XYZ-XZY -YZX +ZY X
[Y,[Z2,X]]=YZX -YXZ-ZXY +XZY
[Z,[X,Y]]=2ZXY -ZYX -XYZ+YXZ

Ainsi en sommant les trois équations, on a :

[X,[Y,Z]]+[Y,[Z X]]+[2,[X,Y]] = 0.

1.2.2 Connexion de Levi-Civita

On commence par une définition simplifiée de connexion qui met en avant les deux propriétés essentielles
qui nous serviront dans les calculs.

Définition 1.2.2.1: Connexion de Koszul

Une connexion V est une application linéaire qui a tous champs de vecteurs X et Y associe un
champ de vecteurs VxY vérifiant les deux propriétés suivantes :

(i) (Linéarité en X) Pour tout champ scalaire f et pour tous champs de vecteurs X et Y, on a :
VixY = fvxY.

(ii) (Regle de Leibniz) Pour tout champ scalaire f et pour tous champs de vecteurs X et Y, on
a:

Vx(fY)=df(X)Y + fuxY =df(X)Y + VsxY.

On définit alors la connexion de Levi-Civita comme 'unique connexion sans torsion et g-parallele.

Proposition 1.2.2.2: La connexion associée a g

La connexion de Levi-Civita est 1'unique connexion V sur T'M telle que :

(i) V est sans torsion i.e. pour tous champs de vecteurs X et Y on a :
VxY -VyX =[X,Y]
(ii) g est paralléle i.e. pour tous champs de vecteurs X, Y et Z, on a :

Z(g(X,Y))=g(VzX,Y)+g(X,vzY).

Démonstration. On fait un raisonnement par analyse synthese.
e Analyse-Unicité. Soit deux champs de vecteurs X et Y sur M. Comme la métrique g est une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée, il suffit pour calculer V xY d’avoir une expression de 2¢g(VxY, Z)
pour tout champ de vecteurs Z. Par bilinéarité et symétrie de g, on a pour tout champ de vecteurs
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Z

29(VxY,Z) =9(2VxY, 2)
=9(VxY,Z) +9(VxZ,Y) +9(VyZ,X) + g(Vy X, Z) - g(VzX,Y) - g(VzY, X)
+g(VxY -y X, Z2)+9(VzX -VxZ,Y)-g(VyZ -V2Y,X)
=g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) +g(Vy Z,X) + g(Z,Vy X) - g(VzX,Y) - g(X,VzY)
+9([X,Y],Z2) +9([Z,X],Y) - g([Y, Z], X)
=X(g(Y,2))+Y(9(Z,X)) - Z(9(X,Y)) +9([X, Y], Z2) + 9([Z, X].Y) - g([Y, Z], X)

Ainsi la valeur VxY est uniquement déterminée.
o Synthese-Existence. Pour tous champs de vecteurs X et Y, on définit par VxY comme 'unique
champ de vecteurs sur M tel que pour tout champ de vecteur Z, on ait :

29(VxY,2) = X(9(Y, 2)) +Y (9(Z,X)) - Z(9(X,Y)) +g([X, Y], 2) + 9([2, X],Y) - g([Y, Z], X).

Montrons que V est bien une connexion sur M. On a pour tout champ de vecteurs Z :

(i) On a pour tout champ de vecteurs Z et tout champ scalaire f € €7(X,R) :

29(Vx(fY),2) =X (g(fY, 2)) + (fY)(9(Z, X)) - Z(9(X, fY))
+9([X, fY],2) +9([2,X], 1Y) - 9([Y, Z], X)
=df(X).g(Y,2) -df(Z).9(X,Y) +df(X).g(Y, Z)
+df(2).9(X,Y) + f29(VxY, Z)
S29(df(X).Y + [xY,Z)

et on a:

29(VyxY,2) =(fX)(g(Y, Z2)) + Y (9(Z, f X)) - Z(9(fX,Y))
+9(IfX,Y],2)+9([Z, fX].Y) - g([Y, Z]. fX)
=df(Y).g(Z,X)-df(Z).g(X,Y)-df(Y).9(X, 2)
+df(2).9(X,Y)+ f29(VxY, Z)
=29(fVxY, 7).

D’ou le résultat par dégénérescence de g.

(ii) Montrons que V est sans torsion. On a pour tout champ de vecteurs Z :

29(VxY -Vy X, Z) =X (g(Y, 2)) +Y (9(Z, X)) - Z(9(X,Y)) + 9([X, Y], Z)
+9([2,X1,Y) -g([Y, 2], X) - Y (9(X, Z)) - X(9(2,Y))
+2(9(Y, X)) - g([Y, X1, 2) - g([2,Y], X) + 9([X, Z], )

=29([X,Y], 2).

D’ou le résultat par dégénérescence de g.

(iii) Montrons que g est parallele pour V. On a pour tout champ de vecteurs Z :

29(VxY, Z) +29(Y,Vx 2) =X (g(Y, 2)) + Y (9(Z, X)) - Z(9(X,Y)) + g([X, Y], Z)
+9([2,X1],Y) - g([Y, 2], X) + X (9(Z,Y)) + Z(9(Y, X))
-Y(9(X,2)) +9([X, Z2],Y) +g([Y, X], 2) - g([2,Y], X)
=2X(g(Y,2)).

D’ou le résultat par dégénérescence de g.

Ainsi V est 'unique connexion de Koszul vérifiant le théoreme. O
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On a donc montrer que V vérifie :
QQ(VXY, Z) = X(Q(Y7Z)) +Y(9(Z7X)) —Z(g(X,Y)) +g([X,Y],Z) +g([Z,X],Y) —g([Y, Z]vX)'

On étend la définition de la connexion a des champs tensoriels quelconques. Pour cela on définit 1'action
de V sur les 1-formes et vis a vis des deux opérations + et ®.

Définition 1.2.2.3: Connexion sur les tenseurs

Soit un champ scalaire f, deux champs tensoriels A et B, deux champs de vecteurs X et Y et un
champ de covecteurs a.

(i) On note :
Vxf=X(f).

(ii) On note :
(Vxa) (V)= X (a(Y)) —a(VxY).

(iii) On note :
Vx (A®B)=(VxA)®B+A® (VxB).

(iv) Supposons que A et B soit de méme type. On note :

Vx (A+B) =VxA+VxB.

On a alors le résultat suivant qui nous donne une formule explicite de 'action de V sur les champs
tensoriels.

Proposition 1.2.2.4: Formule de la connexion sur les tenseurs

Soit un champ tensoriel A de type (k,l). Pour tous champs de covecteurs aq, ..., et tous champs
de vecteurs X1,...,X;, Y, on a:

(VyA) (a1, ..,0p, X1,...,X7)

=Y (A(ag,...,ak, X1,...,X)))
-A(Vyay, ..., X1,..., X)) — = A(ag,...,Vyag, X1,..., X))
-A(aq,... a5, VyX1,..., X)) — = A(ag,...,a5, X1,...,Vy X))

Démonstration. On fixe Y un champ de vecteurs. On démontre le résultat par récurrence double sur (k,[) €
N2. Notons 2(k,1) la proposition.

(i) Cas 2(0,0) vraie. Le résultat suit directement de la définition de V sur les champs de vecteurs (voir
le point (i) de la définition 1.2.2.3).

(ii)) Cas 2(0,1) vraie = 2(0,l+1) vraie. Soit [ € N et A un champ tensoriel de type (0,1+1). Supposons
que 2(k,l) soit vraie. Alors par linéarité de V (voir le point (iv) de la définition 1.2.2.3), on peut
supposer que A ne contient qu'un seul terme du type :

A=A @ - ®¢ltt,

Posons :
B:=Ac" ®---®¢".

Donc on a :
A=B®e,
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On a alors par le point (iii) de la définition 1.2.2.3 :
VyA=Vy (B ® ei“l)
=(VyB)®e' + B® (Vyei”l)
On a par la formule de Leibniz :
Y(A(Xy,. . X)) = Y (B(X1, ., X)) € (Xih0))
=Y (B(X1,..., X)) € (Xpp1) + B(X1,..., X)) Y (€™ (X131)).
Ainsi on a par 2(0,!1) et par le point (iii) de la définition 1.2.2.3 :
(Vv A) (X1,...,X141)
=(VyB) ® e (X1,..., Xp11) + B® (Vye™) (X1,..., Xp41)
=(VyB) (X1,..., X)) €™ (Xpi1) + B (X1, ..., X)) (Vye™) (Xia1)

=Y (B(X1,..., X)) €™ (X101) = B(Vy X1, ..., X)) € (Xp41) == B(X1,..., Vy X)) €1 (Xp41)
+B(X1,.., X)) (Y (€™ (Xp41)) - € (Vy Xp41))
=Y (A(Xqy,. ., X11))-A(Vy X, 0, X)) == A(Xy, ., Vy X a1)

Donc 2(0,1+ 1) est vraie.

(iii) Cas 2(k,l) vraie = 2(k + 1,1) vraie. Soit (k,l) € N? et un champ tensoriel A de type (k,l).
Supposons que Z(k,!) soit vraie. Alors par linéarité de V (voir le point (iv) de la définition 1.2.2.3),
on peut supposer que A ne contient qu'un seul terme du type :

Ai=Aejy @@ @ ®e.
Posons : ‘ ' ‘
Bi=Acj; ®-®c* @’ ®--®c'".
Donc on a :
A= €jp ® B.
On a alors par le point (iii) de la définition 1.2.2.3 :
VyA=Vy (ejo ® B)
= (Vyejy) ® B+ej, ® (VyB)
On a par la formule de Leibniz :
Y (A(ao,. .. ok, X1,...,X7))
=Y (ejo (O[O) B (Oél, s 7ak7X17 s 7Xl))
=Y (ejo (Ozo)) B (Ozl, . ,Oék,Xl, . ,Xl) +Y (B (041, . ,Ozk,Xl, e ,Xl)) ejo (ao) .
Ainsi on a par 2(k,[) et par le point (iii) de la définition 1.2.2.3 :
(VyA) (ag, oo, X1, ,Xl)
:(Vyejo)®B(a0,...,ak,X1,...,Xl)+ej0 ®(VyB) (ao,...,ak,Xl,...,Xl)
=(Vyejo) (a0) B(an, ..., on, X1, ..., X)) + €jy (a0) (Vy B) (... ap, Xu,. 0, X))
=Y (ejo (Oé())) B (al, . ,Oék,Xl, . ,Xl) + ejo (Oé()) [Y (B (al, . ,Oék,Xl, . ,Xl))

-B(Vyaq,...,ap, X1,..., X)) - —-B(aq,...,Vyag, X1,..., X))
-B(a1,...,0, VyXy,..., X)) = =B(ag,...,ar, X1,...,VyX))]
=Y (A(ag, ..., ok, X1,...,X)))
-A(Vyag,...,0p, X1,..., X)) == A(ag, ..., Vyag, X1,..., X))
-A(ag,... a5, VyX1,..., X)) == A(ag,...,ak, X1,...,Vy X))

Donc 2(k + 1,1) est vraie.
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(iv) Par le principe de récurrence double, 2(k,1) est vraie pour tout (k,l) € N2,

Notation 1.2.2.5: Notations avec les composantes
Soit un champ tensoriel o7 de type (k,l). On utilisera une notation en composante pour l’action de
V sur .

(1) Supposons que la description locale de o7 soit :

_ AT ) 1g..Q¢
o =AM e; ®@-®e, @@ ®c'.

(R

On note alors :
Jidk ._ j ]
va = Vem,;z{(e]l,...,e]’“,eil,...,eil).

110

(2) Supposons que la description locale de &7 soit :

o =AY @ ® 0, ®drt @ @ il

i1y
On note alors : o ' '
UmAl I = vy o (d2?,...,d2?*,0;,,...,0;).

i1y

(3) Supposons que la description locale de o7 soit :

i1+

A=A 900 @01 @ @0,
1 J1 Jk

On note alors : o ' '
VmAj.lmjk = V@mﬂ(ah,...,0”“,91'1,...,01‘[).

i1

C’est donc le style d’écriture de la composante de &/ qui dénote si m désigne e,,, O, Ou Op,.

1.2.3 Trace et divergence

On fixe pour toute cette sous-section un champ tensoriel 27 de type (k,l). On utilise les notations vues
dans la contraction de champs tensoriels (voir la définition 1.1.2.5). On commence par une notation usuelle
sur 'action de nabla sur les champs tensoriels.

Notation 1.2.3.1: Le champ tensoriel V.o/

On note V.7 le champ tensoriel de type (k,l + 1) défini par :

VJZ{(OQ,...,ak,Xl,...,Xl+1) = (le+1‘Q{) (al,...,ak,Xl,...,Xl)

Définition 1.2.3.2: Trace d’un champ tensoriel

(i) Supposons que k,l > 1. Soit me {1,...,k} et ne{l,...,l}. La trace de &/ suivant (n,m) est :

tr(m’n)ﬂ/ = [%]m

(a) Sik:=1 (donc m:=1), on la note simplement :

tr(ny o =[]}

n-

(b) Sil:=1 (donc n:=1), on la note simplement :

tr(m)m/ = [%]T .
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(ii) Supposons que I >2 et k:=0. Soit me {1,...,l-1} et ne{l,...,l} . La g-trace de &/ suivant

(m,n) est : .
trg, (mn) @ = [[«]"],, -

Regardons le type des champs tensoriels apparaissant dans les définitions.
(i) On a:
e o/ est un champ tensoriel de type (k,1)
® tr(;, ) est un champ tensoriel de type (k-1,1-1).
(ii) On a :
e o/ est un champ tensoriel de type (0,1)
e [&/]" est un champ tensoriel de type (1,1-1)
® Ty (;mn)< est un champ tensoriel de type (0,1 -2).

Exemple 1.2.3.3: Exemple de la trace d’un champ tensoriel de type (1,1)

de vecteurs X et Y, on a &/ (X,Y) =o/(Y,X). Alors on a :
[]' = [«/]".

Donc on a :
trg (1,19 = trg (2,1) %

On notera alors dans ce cas simplement :

tI'gJZ{ = trg7(i71)%.

Soit un champ tensoriel 27 de type (0,2). Supposons que & soit symétrique i.e. pour tous champs

Définition 1.2.3.4: Divergence d’un champ tensoriel

diV(n)JZf = [V‘Q{]ﬁl .
Si k:=1 (donc n:=1), on la note simplement :
dives = div(y o = [VL],; -
. nil
leg7(n)u<Z7 = [V [JZ%] ]l+1 .
Sil:=1 (donc n:=1), on la note simplement :

divgef = divy (1) = [V ], -

(i) Supposons que k > 1. Soit n € {1,...,k}. La divergence de ./ suivant n est :

(ii) Supposons que [ > 1. Soit n € {1,...,l}. La g-divergence de &/ suivant n est :

Regardons le type des champs tensoriels apparaissant dans les définitions.
(i) On a:
e o/ est un champ tensoriel de type (k,[)
e V.o/ est un champ tensoriel de type (k,l+ 1)
e div(,) est un champ tensoriel de type (k- 1,1).
(ii) On a :
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e o/ est un champ tensoriel de type (k,1)

[«7]™ est un champ tensoriel de type (k+1,1-1)
V[«/]™ est un champ tensoriel de type (k +1,1)
div

9.(n)< est un champ tensoriel de type (k,l-1).

Exemple 1.2.3.5: Divergences d’un champ de vecteurs et de covecteurs dans ¢ et €~

(1) Soit un champ de vecteurs X := X79;. On a par la définition d’une connexion :

div(X) = [VX]}
= dz' (Va,X)
- ot (v, (X'0))
= da’ (dX7 (0;) 0; + X7 V5,05)
= da' (8;X70; + X7¥5,0;)
= 9, X768} + XT;
=8, X"+ X'T;
(2) Soit un champ de covecteurs « := ajda:j. La divergence de « est définie par :
1

divgya = dival = div[a]'.

(3) Soit un champ tensoriel o/ de type (0,2). Supposons que &/ soit symétrique i.e. pour tous
champs de vecteurs X et Y, on a &7 (X,Y) =&/(Y,X). Alors on a :

[]' = [T

Donc on a :
divg7(1)£f = dng7(2)f,(Zf

On notera alors dans ce cas simplement :

divyd :=divy ;.

1.2.4 Définition de la connexion dans les bases & et &*

Les éléments V., e; sont des champs de vecteurs et donc ils se décomposent dans la base &. D’ou les
définitions suivantes.

Définition 1.2.4.1: Symboles de Christoffel

Soit 4, j, k € {0,1,2,3}.

(i) Les coefficients de rotation de Ricci I'y; sont définis par :
I‘ik;j = ¢ (Ver€j) -
(ii) La matrice des 1-formes de rotation de Ricci
w:= (wij)ij € My (Al(U))

est définie par :
ik
wzj = I‘ije .
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On a donc :
w'j (ex) =Ty,

i i
[ijei = Veej =w'j (ex) €i

Exemple 1.2.4.2: Symboles de Christoffel et coefficients tétradiques

Soit i, j, k € {0,1,2,3}.
(1) Les éléments Vp, 0; sont des champs de vecteurs et donc ils se décomposent dans la base €.

(a) Les symboles de Christoffel I'j; sont définis par :
Ty = dz' (Va,0;) .
(b) La matrice des 1-formes de Christoffel
o= (), € M6 (A1 (D)

est définie par :
w’j = szjdl'k.

On a donc :
w'; (Og) = ;
szjai = Va,ﬁj = sz (ak) 91’

(2) Les éléments Vj, 0; sont des champs de vecteurs et donc ils se décomposent dans la base €.

(a) Les coefficients tétradiques “;; sont définis par :
'kj = 0" (Vo,0;) -
(b) La matrice des 1-formes tétradiques
w:= (wij)ij €M1 (Al(U))

est définie par : ' ‘
wlj = ’kjﬁk.
On a donc :

@' (6k) = "k

“ki0i = Vo, 0; = @' (k) 0

Le lemme suivant établit le lien entre les TV, et les  74;.

Lemme 1.2.4.3: Liens entre les TVy; et les 7y,

Soit 4, j,k € {0,1,2,3} tels que i # j.
(i) (a) On a:
T =" (—ujp + 1) TV =ujp+e"™ Ip;
(b) On a :
oy = e THTUR [y = et &
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(ii) (a) On a:
@l =0l — e 0" Wy =@’ +ujpda
(b) On a:
wz] _ eui—uj'wij wz] _ e—ui+’u,jwij

Démonstration. (i) On a pour tous champs scalaires f et g et tous champs de vecteurs X et Y :

Vox (fY) = gVx(fY) = gdf (X)Y + fgVxY.
Ainsi on a :
V@,ﬁ] = Vefukak (67“]'8]')
=e "*d (e ™) (O)0; + e "V, 0;
= —uj’ke_uj_uk 8j + e‘“f‘“kfikjai
=g WUk (—uﬁk + ijj) Bj + ZFikj&-
ig
et d’autre part :
V@,ﬁj = ikjei
= 'pje "0
Par unicité de la décomposition, on a pour ¢ + j :
Tpje ™ = e (—uyp + TV )
zkje—ui _ e—uj—ukl-\zkj
et donc aussi :
ijj =Uj k + ek jkj
Flkj — e—u,-+uj+uk Zk]
D’ou les points (a) et (b).
(ii) (a) On a par (i.a) :
U.)jj = ijjdl‘k
= (ijk + "k jkj> dxk
= ujpda® + Ip et da?
= u]’7kdl‘k + jkﬂk
= wjj + u]"kdl'k
Ainsi on a :

J.o =30 o o ukpk y— . k
wj=wlj—ujre "0 wlj=w!j +ujde

(b) On a :
. . i
ofj = szjdl‘
= e Uitujtuk zkje—ukek

— e—u¢+Uj wl]
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Ainsi on a :

1.2.5 Calculs pratiques de la connexion dans les bases ¢ et ¢*

Dans cette sous-section, on calcule les symboles de Christoffel de maniere classique en utilisant une
relation entre les Fijk et les champs tensoriels g et g*. On commence par une proposition qui donne une
formule explicite pour le calcul de V sur un champ tensoriel en utilisant les symboles de Christoffel.

On commence par un exemple.

Exemple 1.2.5.1: Exemple de calculs

(1) On a:

(Vo,dz") (9;) = Ok (dz"(95)) - dz’ (V5,0;)
=0k (65) - T

(2) Soit un champ de covecteurs « := a;dz’. On a alors par (1) :
(Va,0) (85) = (Va, (ida")) (37)
= 8k (aidIz(aj)) - aidxz (Va,ﬁj)

= Bkaj - a,»Fikj
(3) Soit un champ tensoriel A := A;da’ ® dz!. On a alors par (1) et (2) :

(Vo A) (8,8p) = Vo, (Audz’ ® da') (9, 0,)
= (Va, (Agda’) ® dzt) (95, 0,) + (Auda’ ® Vg, (dz')) (95,9,)
= Vo, (Auda?) (9;)da(9,) + Aydz' (9;) Ve, (dz') (8p)
= (OkAj - AaT"s;) 0 - AudiTy,
= O Ajp — Ak = AjTip

Proposition 1.2.5.2: Formule de la connexion sur les tenseurs

Soit un champ tensoriel o/ de type (k,l) dont la décomposition en coordonnées locales est :

o =AY @ ®0;, ®@di" @ @ dal.

104

Alors on a :

v, AT g G

i1eviy S
J1 nj2-jr o, . Jk Ji k-1
+I ”mAi1~'iz +o+ D ”mAi1--~iz
TN, JiJk _ . _T™. J1Jk
r ZlmA’fZiQ"'il r ”mAir"iz_ln

Démonstration. On a par les notations 1.2.2.5 :

VAT =y, of (da?, . da?*, 9y, ., 0;).

i1

On a trois relations :
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e pour tout champ scalaire f, on a :

Vamf = amf

e on a par définition des I'";,, :
Vamai = 11nzm8n

e par le point (1) de 'exemple 1.2.5.1, on a :
Vo, da? = TV ,,,da".

Ainsi on a par la proposition 1.2.2.4 :

Vi AL
=(Vy,,A) (daﬁjl, o date oy, .,8z~l)
=V, (A(dz",...,dz%, 0;,,...,0))
~A(Vo,dz?, ... A2/, 0;,,...,0;) - — A(da”, ..., Vg, da?*,0;y, ..., ;)
—A(da?, ... da?*, Ve, 040, 0y) == A(da?t, .. da?*, 0y, .., Ve, 05,)
=Va,, ATk
~ A (T ypda™, . A2, 0y, 0y) = = A(d2?, L TR, da™, 0y, )
~A(da”, .. e T, m0n, ..., 05) = — A(da?, ... ,da?, 05, ..., T"mOy)
=Va,, Al
+ 7 Ada”, . da?, 0y, 0) + oo+ TR A (2L da”, 0y, ., Oy)
T mA(da?t, L da?*, Oy, 0y) = = T A(d2?, L da?, 0y, ..., Oy)
=Om ALLH
F DI AT g D AT T
- F"umAﬁm]Z T FnizmAgll::glk_ln

On pourrait généraliser ce résultat dans les bases & et & mais le résultat n’est pas pratique.

La connexion V est g-parallele i.e.
Vo;g=0

On en déduit le résultat usuel suivant.

Lemme 1.2.5.3: Expression des symboles de Christoffel en fonction de la métrique

1

Iy = Egzm(gmk,l +8mik ~ Sklm)-

Démonstration. Par le point (3) de 'exemple 1.2.5.1, on a :

0=Vs,9 (Om,On)
j l
= 8mni ~ gjnrgm - gmlrm
= gmn,i - gpanm - gmprfn

t.e.0n a :

— p p
gmn,i - gpnrim + gmp]‘_‘in
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En permutant les indices et exposants, on a :

(1) : gmk,l = gpkrfm + gmprfk
(2) O 8Bmik T gplrim + gmpril
(3) : gkl,m = gplrfnk + gkprfnl

Ainsi en faisant (1) + (2) - (3), on a :

1 . 1 .
=" (St + Stk — Shim) = =8 (gpr L0+ Gl + T+ 8T = 8T = 21T )

2 2
1 m 54
=58 20 8mp
= F?kgimgmp
= ka‘szlv
=Ty

On en déduit les valeurs exactes des I'V;.

Théoreme 1.2.5.4: Valeurs exactes des [y

Soit 4, j,k € {0,1,2,3} distincts et [ quelconque.
(i) On a: A ‘
[ =T = uy.
(ii) On a : .
IR — e o
(iii) On a : '
IV =0.

Démonstration. (i) Comme g est symétrique, on a :

1

Iy = §glm(gml,i + 8mij ~ Blim)

1 .
= Egzm(gmi,l + 8mii — gil,m)
=Ty

On a de plus :

1.
I = §gzm(gml,i +8mit ~ Slim)

1 ..
= Egu(gil,i + 8 — gli,i)
1

= §giigii,l

= U1
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(ii) On a :

1.
i = " (8mii + 8mii — Siim)

2
_ L ( + — )
=587 8ii * 8jii ~ 8iiyj
2
1 ..
_ i
= —§g 8ii,j
2u;—2u;
= Tty get T
(iii) Comme g est diagonale, on a directement :
D= ie/™(g  te e )
ki =5 &mk,i T 8mik ~ 8kim
1 ..
_ L di
= -e"(gjk,i + &jik —0)
2
1 ..
=5 g’ (0+0)
=0
O
On note : , , ' ,
Moo Ior T'o2 T3
ri. Lo T e g
My TM91 Iy IMag
IM3p I3 IMzp IMss
e Cas7:=0.On a:
0,0 UQ,1 UQ,2 up,3
FO N uoa ul70672w)+2u1 0 0
0,2 0 u2706—2u0+2u2 0
0.3 0 0 us 0672U0+2U3
e Casi:=1.0n a:
u0,16_2U1 +2ug u10 0 0
- 1,0 u1,1 U1,2 u1,3
0 uy 2 —UQ716_2u1+2u2 0
0 U1 3 0 _u3’16—2u1 +2u3
e Casi:=2.0n a:
u0’2e—2u2+2uO 0 U0 0
1"2 ~ 0 —U172€_2u2+2u1 u2.1 0
u2,0 U2,1 u2,2 u2,3
0 0 u23 —U3726_2u2+2u3
e Casi:=3.0On a:
u0,3672U3+2uO 0 0 u3.0
F3 ~ 0 —U173€_2u3+2u1 0 U3
0 0 _u2’3672U3+2u2 U39
3,0 u3,1 Uu3,2 u3,3

Exemple 1.2.5.5: Suite 2 de la métrique h

On reprend l'exemple avec la métrique h (voir 1.1.4.1 et 1.1.5.1) avec :

uo(t,r) =u(t,r) ui(t,r) = v(t,r)
ua(t,r) :=b(t) +1In(r) ug(t,r,9) =b(t) + In(r) + Insin()
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On a donc :
U u' 0 0
F(] ul ,(-}6—2u+2v 0 0
“lo 0 r2he?b—2u 0
0 0 0 r2bsin? Ye2b-2v
w'ev2v g 0 0
- v v’ 0 0
1 0 0 e 0
0 0 0 —r sin? Ye2o2
0 0 b 0
.0 0 Pt 0
s 10 0
0 O 0 -cosdsind
0 0 0 b
o0 0 0o rt
1o o 0 cot
b r ! cotd 0
Et ainsi, on a :
udz® + v/ dxt w'dz® + pe 2ut2uqpl  p2pe2b-2uqy2 r2bsin? e 20-2udy3
"= w2200 4 pdat 0dz? + v'dz! —re2b-2v g2 —rsin? ¥e2b-2v g3
- bdz? r~1dz? bdz? + r~1dz! — cos ¥ sin ¥dx?
bdz? r~1dg3 cot ¥dz3 bdz® + r~1dz! + cot ¥dz?

On finit cette sous-section par une autre formule pour calculer la somme zg’;o Zj

Proposition 1.2.5.6: Autre formules pour Fij

Soit j €{0,1,2,3}. On a :

éfﬁj = 0; (ln\/|detg|).

Démonstration. Montrons le résultat en deux étapes :

(1) pour tout A € GL,(R), on a :
dadet: H —s det(A)tr(A™ H).

(2) On a:
3 .
> T5=9; (ln\/]detg]) .
i=0
(1) On commence par un résultat d’algebre linéaire. On munit .#,(R) de la norme de Frobenius :

VM €., (R), |M]|:= \/er(MAD).
Cette norme est une norme sous-multiplicative sur .#,(R) i.e. on a :
VA, B e do(R), |ABI| <||AlLIIB.
Montrons que pour tout A € GL,(R), on a :
dydet : H — det(A)tr(A™ H).
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Pour cela, commengons par calculer la différentielle de det en I,,. Comme det est de la classe €, il
suffit de calculer la dérivée de det en I, dans une direction quelconque H € ., (R). Soit une matrice
réelle H € #,(R) et \1,...,\, ses valeurs propres. On a pour tout réel ¢ au voisinage de 0 :

det(L, +tH) = [J(1+tAn) = 1+¢ Y. N + O(?) = 1+ t tr(H) + O(£?).
i-1 i=1

Comme 'application H — tr(H) est linéaire, on a donc :
dr, det: H — tr(H).
Soit A € GL,(R). On en déduit que pour toute matrice H € .#,(R) :
det(A+ H) = det(A(I, + A H)
= det(A) det(I, + A H)
= det(A)(det(I,) +d;, (A" H) + o(||[A" H|)))
= det(A) +det(A)tr(A H) + o(||A™ H||) det(A)
Or ||.|| est une norme sous-matricielle, donc on a ||A™ H|| < ||A~Y||.||H||. Et ainsi :
o(||[A™ H||) det(A) = o(||H]))-
Comme 'application H > det(A)tr(A~1H) est linéaire, on a donc :
ddet: H — det(A)tr(A™ H).

(2) Comme :
1
k kl
Iy = §g (glj,i T8~ gz’j,l)
ona:
A i i
1 2 (2 2
Z(:)Fij = : 5(% g+ 8" g 8" i)
i= i,l=
1| il A ‘
- 2| Z g it D 8 By~ Z g gm
1=0 i,1=0 i,1=0
1[ 3 ; 3. . ]
=5 Z g’ 8ji 7t Z g 8ilj — Z g gljz
[ i,1=0 i,1=0 i,1=0
1 3
5 Z g gzl,]
Par (1), on a :
9; (det g) da? = d(det g)
= (det g) g"dgy
= (det g) gilgil,jdxj
1.e.0n a : 1
il
g .= ——0; (det
8"8iLi = Joig j (det g)
On a donc :
3
e = 8 det
N 0;\/[detg]
| det g !
=0; (ln ]detg]) :
O
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Corollaire 1.2.5.7: Autre formules pour I';;

Soit j € {0,1,2,3}. On a :

3 3
Y Thi =D uij
=0 =0

Démonstration. Comme g est diagonale, on a :

3
detg=]]gu
1=0
— _62u0+2u1+2u2+2u3

Ainsi on a :
In\/|det g| = up + uq + ug + us.

Et donc on a :

3 3
Z F;j = Z“w
i=0 i=0

1.2.6 Calculs pratiques de la connexion dans les bases %, et ¢

Dans cette sous-section, on calcule les coefficients tétradiques 7j; en utilisant la méthode des tétrades.

On commence par quelques propriétés simples des symboles 7j; et des 1-formes wij.

Lemme 1.2.6.1: Symétries des symboles 74; et @';

Soit 4, j, k, 1 € {0,1,2,3}.

(i) On a:
Wk ="MNkw 1.
(ii) On a : '
Toi = =05 kg
(iii) On a : ‘
’ZDJJ' =0
(iv) On a: .
Ips = 0

Démonstration. (i) Comme ny; est constant, on a pour tout champ de vecteurs X :

0=Vxnk
=Vx9g Ok, 0)
=g (VxOk, 01) + g (O, Vx0i)
= g(@'k(X)0:,0,) + g (Ok, ="1(X)0;)
= @' 1, (X)g (6:,6)) + "1 (X) g (6x, 6:)
=@ k(X )i + @' 1(X) s
= @ | (X ) + " (X )
= (mw' s +mw™) (X)
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Comme cela est vrai pour tout champ de vecteurs X, on a donc :
me', + e’ =0
i.e. Ol & :
I _ k
Wk ="MW 1-
(ii) On a par (i) : ' ' ' 4
ki = @' (0k) = —minjw’ i (0k) = —nimj k-
(iii) On a par (i) : ' . .
@’ j = -nnw’j =@’
Donc on a wjj =0.
(iv) On a par (iii) : ' '
ki =@ (0k) = 0.
O

Le résultat fondamental suivant fait le lien entre les 1-formes wij et les fonctions wu; apparaissant dans
la métrique, cela nous permettra de calculer les symboles 7; en fonction de ces fonctions. Pour cela on va
calculer de deux facons différentes les 2-formes :

d6’ € A2(U)
On note : y o
07" =67 A O
On a donc :
67" =~
QZ’J(Qk, 91) =0'A 9](9k, 91) =0'® QJ(Qk, 01) - ® 9’(9k, 91) = (5}6(5{ - (5%(5; (1.2.6.1)

Proposition 1.2.6.2: Calculs des d§?

Soit 7 € {0,1,2,3).
(i) On a: ‘ N
do' = u; je 67",
(ii) On a : ' ‘ ‘
dé' = -w'; A 6.

Démonstration. (i) Comme : ' o ' , . )
dz' = f'0' =e 6" |, 0'= f;dx' =e“da’

on a :

dé’ = d(f;dz?)
= 0; (f;) da? A da
= 0; (/) 0" n [0
= 9; (") f' 767 N "
= ui7je“ie_uj_“i9j A6
= u; je N

= ume_“j 6>"
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(i) On a f,f* =1, ce qui donne en différenciant :

fedfF+ frdfi =0

i.e. on a fEdfy, = —frdf*. Et ainsi on a :
d0" = d(fida") = df; A da’

=dfi A f10°

= f'dfin e’

= —f;dfi A G

=~£;0; (f')da? A"

=£:0; (f') PO/ n 0"

Donc on a par ’équation (?7) :

A0 (0x,01) 0; = fi170; (f) 07 A 6" (O, 0) 0
= [i179; (') (811 + 8/0) 0,

= fif* ok (f') 0, - fr.f'0 (f*) Oy,

Comme :

V@kal = kaak (flal)
= *va, (f'0)
= R (f") (D) 01 + £F 'V o, (1)

et comme [0k, 0;] =0, on a :
@' i AT (01, 0,) 0; = ' © 07 (0x,0,) 0; — 0" ® ' (O, 01) 0;
= Hj (91)wij (Qk) Ql - 9j (Qk)wZ] (91) 92

= 5ljv9k9j - 5iv9l 0;
= V,0 — Vo, 0k

= R A (fY) k) o+ fE Vo, (D) - F1A(£*) (8) Ok — 7 £V 5, (Ok)

= fRoR (F1)0r - f'oy (f¥) 0k + f* 1 [0, O1]
= f*or (fY) o - fla  (f*) oy,
=—d0" (0x,0,) 0;

D’ou le résultat car cela est vrai pour tous champs de vecteurs 6y, 6;, 6;.

Donc on a :

d¢90 = uo,je_uj 9]’0 = UQ716_U191’0 + u0726_“292’0 + up, 3e€

dot = uy je gt = uLOe_“OHO’l + u17ge_“292’1 +up 3€e

—u191,2

de? = ug je 72 = uzoe_“"ﬁo’2 +ug e +Uug €

—ulgl,?)

d(93 = u37je_uj 9]’5 = U370€_u0(90’3 +usz,1€ +usg2€
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Exemple 1.2.6.3: Suite 3 de la métrique h

On reprend l’exemple avec la métrique h (voir 1.1.4.1, 1.1.5.1 et 1.2.5.5) avec :

uo(t,r) :=u(t,r) uy(t,r) =v(t,r)
ug(t,r) = b(t) +1In(r) ug(t,r,9) =0b(t) + In(r) + Insin(F)

On a alors :

df* = ug e 160
_ ulever,t

do” = ul,ge_uo 00’1
_ 1')6_u0t’r

d9’9 = UQ,OG_UO 90’2 AF ’LL2716_U101’2
_ be—uet,ﬂ i T—le—ver,ﬂ

d@d) = U37()€7u0 90’3 + ’U,37167u101’3 + U3,2€7u292’3

= be U054+ rLe7V™? + L cot Ye P

On en déduit alors les valeurs exactes des symboles 71, et des w’; en fonction des éléments des fonctions
u; apparaissant dans la métrique.

Théoreme 1.2.6.4: Valeurs exactes des 7j; et @,

Soit 4,7,k €{0,1,2,3} distincts.
(i) On a:
i = i e
i = —minjui je”
Ik =0
(ii) On a :
wjj =0
wij = 'U,@je_uj 9” — 77i7]ju]'7i€_ui9j

Démonstration. Posons pour la preuve :
aikj = ikj - ijk s bji = ui,je_uf.
On a donc avec les notations et la proposition précédente 1.2.6.2 :
bjieji = ume_“j 0“
=do’
= —wij A 9j

== 0 A

= 2 (ks ) 0 A 0"
<j<ks

- ai 6t

0<j<k<3
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On a donc :

(I) pour tous i, 7, k distincts :

(IT) pour tous 4, j distincts :

Montrons le théoréme.

(i) On a les symétries :

jki = jik ) ikj = Z‘jlc ) kij = jji
On va montrer que 7p; = 0 en montrant que 74, = — J4;,. On a par (I) et par le point (ii) du
lemme 1.2.6.1 :
jki = —1Eng ikj
= —Miny ijk;
= NNk kji
=Mk kz'j
== Jg=— i
D’ou le résultat par symétrie.
(ii) Comme *j; =0, on a : ‘
wije " =bji=—a'ji=— "+ Yij= "y
i.e.0n a :
Y = ui e

(iii) On a par (ii) :

i i
i = N iy

u;
= Mg ge

(iv) On a:
i _ i gk
w'j= k0
= b+ 0
= ui7j67uj 9Z - T]ﬂ]j’u,]ﬁeiui 0]
O
On note :

i i i i
00 01 02 03
i i i i
20 21 22 23
i i i i
30 31 32 33

e Casi:=0.0On a:

0 UD716_U1 UO72€_U2 u0736_“3
o |0 uype "0 0 0
1o 0 U270€_u0 0

0 0 0 U3’0€_u0
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DIAGONALES

e Casi:=1.On a:

e Casi:=2.0n a:

e Casi:=3.0n a:

ug,1€~
ui,0€

Uup,2€

u2,0€"

ug,3€"
0

0
us,0€

u1

uo

u2

uo

u3

uo

0 0 0
0 U172€7u2 U173€7u3
0 —UQ71€_UI 0
0 0 —U3,167u1
0 0 0
—ul,ge_uz 0 0
’U,2,1€7u1 0 U/273€7u3
0 0 —U3726_u2
0 0 0
—U1,367u3 0 0
0 —UQ’3€_U3 0
’U,3,1€7u1 ’U,3,2€7u2 0

Par le lemme 1.2.4.3, on retrouve les valeurs I'*j; trouvées dans la sous-section précédente.

Exemple 1.2.6.5: Suite 4 de la métrique h

On a donc :

Et ainsi, on a :

=

uo(t,r) =u(t,r)
ug(t,r) = b(t) +In(r)

u'e 00 + peuot

U1<t7 ’I") = U(t? 7")
uz(t,r,9) :=0b(t) +In(r) + Insin(J)
0 ve? 0 0
0 ve™ 0 0
0 0 be™™ 0
0 0 0 be™
u'e ™ 0 0 0
ve ™ 0 0 0
0 0 —rle 0
0 0 0 —r~le7v
0 0 0 0
. 0 0 0 0
be ™ r7le™ 0 0
0 0 0 -rlcotde®
0 0 0 0
0 0 0 0
. 0 0 0 0
be ™ rlem® plcote® 0
u'e 00 + pevo! be U2 be u93
0 —rlevg? —r~le7vg3
rlevg? 0 —r~Lcot e bp3
rlevg3 r~L cot e 063 0

On reprend l'exemple avec la métrique h (voir 1.1.4.1, 1.1.5.1, 1.2.5.5 et 1.2.6.3) avec :

David Pigeon
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1.3 Tenseur de courbure et tenseur de Riemann

1.3.1 Généralités

Définition 1.3.1.1: Les applications de courbures

(i) Soit deux champs de vecteurs X et Y. L’application de courbure associée & X et Y est
Papplication Z(X,Y") définie par :

Z(X,Y):=[Vx,Vy]-Vixy]
i.e. a tout champ de vecteurs Z, on associe le champ de vecteurs :
H(X,Y)Z =VxVyZ-VyVxZ -Vxy]Z-

(ii) L’application de Riemann est l'application qui & tous champs de vecteurs X, Y, Z et W
associe le champ scalaire :

R(W,Z,X,Y) = g(W,Z(X,Y)Z).

J

L’application Z est un champ tensoriel de type (1,3) et application Zm est un champ tensoriel de type
(0,4).

Proposition 1.3.1.2: Propriétés usuelles

Soit des champs de vecteurs X, Y, Z, W et T.

(i) (Premieére identité de Bianchi) On a :

R(X,Y)Z+R(Y,2)X +R(Z,X)Y =0
Am(W,Z,X,Y) + Zm(W, XY, Z) + Zm(W,Y, Z,X) =0

(ii) On a :
R(X,Y)Z =-R(Y,X)Z
Bm(W,Z,X,Y) = -Zm(W, Z,Y, X)
(iii) On a :
B(W,Z,X,Y) = -Bm(Z, W, X,Y).
(iv) On a:

Z(W, Z,X,Y) = Bm(X,Y, W, Z).
(v) (Deuxiéme identité de Bianchi) On a :

(VxZ) (Y, Z) + (V%) (Z,X) +(Vz#) (X,Y) =0
VxZ(T, W, Z,Y) + VyZm(T, W, X, Z) + V2 Zm(T,W,Y, X) = 0
VAT, W,Z,Y,X) + VE(T,W, X, Z,Y) + VZm(T,W,Y, X, Z) = 0

Démonstration. (i) On a par 'identité de Jacobi (voir la proposition 1.2.1.6) :

R(X,Y)Z + R, 2)X + R(Z,X)Y
=VxVyZ -VyVxZ -Vixy1Z
+VyVzX -VzVy X = Vy,21X
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+VzVxY -VxVzY -VizxY
=Vx (VyZ -VzY)+Vy (VzX -VxZ)+Vz(VxY - VyX)
~(VixnZ + Vg X + VizxY)
= (Vx[Y, AR V[Y7Z]X) + (Vy[Z,X] - V[Z’X]Y) + (Vz[X,Y] - V[Xy]Z)
=X, [V, Z]]+ [V, [Z, X]] + [Z,[ X, Y]]
=0

Ainsi on a par linéarité de g :

Z(W,Z, X, Y)+Zm(W, XY, Z)+ Zm(W,Y, Z, X)
=g(W, Z(X,Y)Z)+g(W,%Z(Y,Z2)X) +9(W,%(Z,X)Y)
=g(W.Z (X, Y)Z+RZ(Y,Z)X +Z(Z,X)Y)

ZQ(W,O)
=0
(ii) Comme :
—V[X,y]Z = V_[X,y]Z
=Vv,x14
on a :

H(X,Y)Z =VxVyZ-VyVxZ-Vixy|Z
=~ (VWwVXxZ-VxVyZ -Vyx1Z)
=-2(Y,X)Z

Et ainsi on a :

Am(W, Z,X,Y) = g(W,Z(X,Y)Z)
=g(W,-Z2(Y,X)Z)

- g (W, (Y, X)Z)
- —@m(W,2,Y,X)
(iii) On a :
XY, 2))=9(VxY,Z) +g(Y,VxZ)
S 9(VxY.2) = X (9(Y.2)) - 9 (Y.VxZ).
Ainsi on a :

B(W, 2, X,Y) =g (W, 2(X,Y)Z)

=g (W, VxVyZ-VyVxZ - V[X,Y]Z)

=g(W,VxVyZ)-g(W,VyVxZ)-g(W,Vxy1Z)

=[X(g(W,VyZ)) -g(VxW,Vy2Z)] - [Y (g(W,VxZ)) - g(VyW,VxZ)]
~[[X.Y1(e(W, 2)) - g (VixyiW. Z)]

=[X (Y (g(W,2))) - X (g(VyW.Z)) - g(VxW,VyZ)]
-[Y (X (g(W,2)))-Y (g(VxW,Z)) - g (VyW,VxZ)]
-[[X.Y1(g(W, 2)) - g (Vix W, Z)]

=(XY -YX)(g(W,Z2)) - X (g(VyW.2)) - g(VxW,VyZ)
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+Y (g(VxW, 2)) +g(VyW,Vx2Z) - [X,Y](g(W, Z)) + g (V(xy]W, Z)
=[ X, Y] (g(W,2)) - g(VxVyW,Z) - g (VxW,Vy Z)
+g(Vy VW, Z) + g (VyW,Vx Z) - [X,Y](g(W, 2)) + g (Vix )W, Z)
=—g(VxVyW,Z) - g(VxW,VyZ) +g(VyVxW,Z)
+9(VyW,VxZ)+g (V[XVY]W,Z)
=~ [9(VxVyW, 2) =g (VyVxW, 2Z) - g (Vixy W, Z)]
=g (VxVyW = VyVxW - Vix W, Z)
=-9(Z,Z(X.Y)W)
=-%m(Z,W,X,Y)

(iv) On a par (i, ii, iii) :

2%m(Z, W, X,Y) - 29%m(X,Y, Z, W)
=@m(Z,W, X, Y)+ Zm(W,Z,)Y, X) + Zm(X,Y, W, Z) + Zm(Y, X, Z, W)
=Am(Z,W, X, Y) +Zm(Z, X, Y, W) + Zm(Z,Y, W, X)

+ AW, Z,Y, X))+ Zm(W,)Y, X, Z) + Zm(W, X, Z)Y")

+ (X, YW, Z)+ Bm( X, W, Z,Y )+ Zm(X,Z,Y, V)

+Zm(Y, X, Z, W)+ Zm(Y, Z,W, X))+ Zm(Y,W, X, Z)

- (Zm(Z, X, Y W)+ Zm(Z,Y, W, X)) = (Zm(W,Y, X, Z) + Zm(W, X, Z,Y))

- (Zm(X, W, Z.Y)+Zm(X,Z,Y,W)) = (Zm(Y, Z,W, X))+ Zm(Y, W, X, 7))
=0+0+0+0

- (Zm(Z, X, Y W)+ Zm(X,Z,Y,W)) = (Zm(W,Y, X, Z)+ Zm(Y, W, X, 7))

- (Z(X, W, Z,Y)+Zm(W, X, Z,Y)) - (Zm(Y,Z,W, X))+ Zm(Z,Y,W, X))
=-0-0-0-0
=0

f.e.0n a :

Am(Z, W, X,)Y)=2m(X,Y,Z,W).
(v) On a par l'action de V sur les champs tensoriels (voir la proposition 1.2.2.4) :

VxZ(Y,Z)W +Vy R (Z, X)W + V2% (X,Y) W
=V (B (Y, Z)W) +Vy (Z(Z,X)W) +Vz (% (X,Y)W)
~R(VXY,Z)W - R (Y, VxZ)W - B (Vy Z, X)W = B (Z,Vy X)W - B (V2 X, Y)W - % (X,V ;Y)W
~ R, Z)VxW - B (Z,X)VyW - B (X,Y) VW
=(1)
- (ID)
— (110

Calculons les éléments (II) et (I) séparément. On a :

(ID) =2 (VxY,Z2)+ Z (Y, VxZ)+ Z (Vy Z, X))+ Z(Z,Vy X))+ Z (VzX,Y)+Z(X,VzY)
=H(VNxY -V X, Z2)+ RNy Z -VzY, X))+ Z(VzX -VxZ)Y)
=% (X, Y], Z)+Z (Y. Z],X)+Z%2([Z2,X],Y)
=:(IV)
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Par I'identité de Jacobi, on a :

Vixv,znW + VivizxnW + Vizix ynW = Vix v, z)+[vi[ 2. x 1+ 2 x,y nW
=VoW
-0

Ainsi on a :

D) =Vx(Z (Y, Z)W)+Vy (Z(Z,X)W)+Vz(Z (X, Y)W)

=VxVyVzW = VxVzVyW +VyVzVxW - VyVxVzW +VzVxVyW -V zVyVxW
- VxVy,z2IW =-VyVizx W - VzVixyiW

=VyVzVxW = VzVyVxW +VzVxVyW - VxVzVyW + VxVyVzW - VyVxVzW
~Viv,2)VxW = Z (X, [Y, Z]) - Vix [v,.W
~VizxVyW -Z (Y, [Z,X]) - Vv, zxnW
-VixyVzW - Z(Z,[X,Y]) - VizxyyW

=B Y, Z2)VxW +Z(Z, X)VyW +Z (X, Y)V W
- (X, Y, Z)W -2 (Y,[Z, X)W -Z(Z,[ X, Y)W

—(I0) + 2 ([Y. 2), X)W + % ([Z,X],Y)W + Z ([X,Y], Z) W

~(II1) + (V)

On a donc :

VxZ(Y,Z)+VyR(Z,X)+ V% (X,Y) = (I) - (II) — (III)

(1
(III) + (IV) = (IV) — (I1I)
0

On a:

VxZm(T, W, Z,Y) =X (Zm(T, W, Z,Y)) - Zm(Vx T, W, Z,Y) - Zm(T, v xW, Z,Y)
— Bw(T, W,VxZ2,Y) - (T, W, Z,7xY)
“X (¢(T, (2, Y)W)) - Bm(VxT, W, Z,Y) - Zm(T, VxW, Z,Y)
- Am(T,W.VxZ,Y)-Zm(T,W,Z,VxY)
=g (VXT,%(Z,Y )W) +g(T,Vx (Z(Z,Y)W)) - g(VxT, Z(Z,Y)W)
-9 %(Z,Y)VxW) =g (T, %(Vx Z,Y)W) - g(T,%(Z,VxY)W)
g (T, x (B(Z,Y)YW) = B(Z,Y)TxW - B(Vx Z, Y)W - Z(Z, 7 xY )W)
g (T, VxR (Z,Y)W)

Donc on a en permutant X, Z et Y :

VxZm(T,W,2,Y) + Vy Zm(T,W, X, Z) +V z%m(T, W, Y, X)
=g (T,VxZ(Z,YYW) + g(T,VyZ(X,Z)W) + g (T,V 7Y, X )W)
=g (T,VxZ(Z, YW +Vy R (Z, X)W + V3% (Y,X)W)
=9(T,0)
=0

1.3.2 Calcul des composantes dans & et &*
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Définition 1.3.2.1: Les tenseurs de courbure et de Riemann

(i) Les composantes du tenseur de courbure dans & et &* sont :
R jii = ¢ (% (ex,e1) ¢).-
(ii) Les composantes du tenseur de Riemann dans & et &* sont :

Rijri = Zm (es,ej,ex,€1) .

On a donc les décompositions :
%zRijkl ;0 @k ®é
Fm = Rij e @ e

On a une relation simple entre ces deux composantes.

Lemme 1.3.2.2: Relation entre les deux composantes

On a:
Rijri = ginR" jii-

Démonstration. Cela se déduit directement de la proposition 1.1.8.6. On refait la preuve dans ce cas. On a :
Rijii = Zm (e;,ej, e, e)
=g (e, Z (ej,ex)er)
=g (e R"jii en)
=R"jug (e en)
= ginR" jii

On en déduit de la proposition 1.3.2.3, la proposition suivante.

Proposition 1.3.2.3: Propriétés usuelles

Soit 4,7, k1 € {0,1,2,3).
(i) (Premieére identité de Bianchi) On a :
R’ + R + R =0
Rijki + Rikij + Rigjr = 0

(ii) On a:

R’ = R

Rijri = —Rijix
(iii) On a :

Rijr = —Rjin-
(iv) On a:

Rijki = Rictij-

(v) (Deuxiéme identité de Bianchi) On a :

VaRijet + ViRijin + ViRijnk = 0.
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Démonstration. On utilise la proposition 1.3.2.3.

(i) Comme :
%’(ek,el)ej +%(el,ej)ek +%(6j,€k)€l
on a :

R'ju + Ry + Ry = €' (Z(en,e1)ej) + €' (Z(er,e5)er) + € (%(ej,ex)er)
=e' (% (ex,e1)e; + % (e, ej)er + Z(ej, e )er)
=¢'(0)
=0

Rijri + Rigj + Rigjp = Zm(e;, e5, ex, 1) + Zm(eq, ex, e, €5) + Zm(e;, e, €4, €x)
=0

(ii) On a :

R'ji =€ (%(er,e)e;)
=e' (% (e, er)e;)
=—¢' (%(e1,ex)e;)
= -R'ij

Riji = Zm(ei, e, e, €;)
= _'@m(eive]’)elaek)
= -Rijix

(iii) On a :

Rijui = Zm(e;, e, ex,¢)
= _%m(ej7€i7ekael)
=-Rjin

(iv) On a:

R'ijkl :%m(ei7€j76k7el)
= Am(ey, e, €;,¢e;5)
= Ryuij

(v) On a:

VaRijkt + ViRijin + ViRijnk = Ve, Zm(e;, €, ex,€1) + Ve, Zm(e;, e, e1,en) + Ve, Zm(e;, €5, €, €k)
=0

On en déduit la nullité d’une classe de composantes.

Corollaire 1.3.2.4: Nullités et symétries de certaines composantes

Soit 4, j, k, 1 € {0,1,2,3).
(i) On a:
Rjkii = Riiji = 0.

David Pigeon 55 Calculs pratiques en relativité générale



CHAPITRE 1. CALCULS DES OBJETS ASSOCIES A LA COURBURE POUR LES METRIQUES
DIAGONALES 1.3. TENSEUR DE COURBURE ET TENSEUR DE RIEMANN

(ii) On a :
Rijki = Ruiij = —Ruiji = —Rikij = —Rijik = ~Ryjiri = Rjiin = Rigji-

Démonstration. (i) On a par le point (ii) de la proposition 1.3.2.3 :

Riju = -Riju
i.e. 010 a :
Riju = 0.
On a par le point (iii) de la proposition 1.3.2.3 :
Riiti = Riirs
1.€. 01 a :
Riiwi = 0.

(ii) Par (i) et par le point (i) de la proposition 1.3.2.3, on a :

0 =Riju +Rinj + Riji

=0+Riu; + R
t.e.on a:
Riuj = —Rii-
Et on a :
0 = Rkt + Rigti + Rivik
=0+ Rii + Ratik
1.e.0n & :
Rikii = —Ritik-
Par le point (iv) de la proposition 1.3.2.3, on a directement :
Riji = Raij
Rijki = Riiij

O]

Exemple 1.3.2.5: Exemples de composantes

(1) (a) Les composantes du tenseur de courbure dans les bases ¢ et ¢ sont :
Rijkl = da (% (0k,0) 05) .
(b) Les composantes du tenseur de Riemann dans les bases ¢ et ¢ sont :
Rijki := #m (05,05, 0k, 0) -
On a donc les décompositions :

X = Rijkl 0; ® dxj ® dxk ® dxl
Zm = Rjjn dz' ® do? ® dz* ® da!
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par le lemme 1.3.2.2, on a les relations :

n
Rijri = ginR" jut
i
= giR'j
U; P
=nie "R jx

(2) (a) Les composantes du tenseur de courbure dans les bases %, et %) sont :
R i3 := 0" (% (0k,01) 0;) .
(b) Les composantes du tenseur de Riemann dans les bases %, et € sont :
Rijkr = Zm (0;,05,0,,6;) .
On a donc les décompositions :

B =R 026 ®0" o0
Fm =R 0 06 00" 00

par le lemme 1.3.2.2; on a les relations :

i

Rijrr = miR jrg
i

= iR

1.3.3 Calculs pratiques dans % et ¢*

On commence par une proposition qui donne un lien entre les composantes du tenseur de courbure et
les symboles de Christoffel.

Proposition 1.3.3.1: Propriétés usuelles

Soit 4, j,k,1 € {0,1,2,3}. On a :

) _ 7 7 myi m i
Rjki = Okl — Ol + U5 Uy, = T T

Démonstration. On a par définition de Z :

A (Ok,01) 0 = V9, V9,0 = V9,V 6,05 = V5,019
= Vo, (I510m) = Vo, (T50m)
= AT (D) O + TV 0, O — AT (0)) Dy + T}V 5,01
= Ok TG0 + LT3, 00 = AL 50 = TReT ], 0n
Ainsi on a :
R = da’ (% (0k, 0,) 0;)

- da? (akr O + T T O = AT O — T T, 0

= O kaél 81ij51 kg L imOn,

= 3k:F 8lrk] LT k) im

O]
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Par le corollaire 1.3.2.4, il n’y a que deux types de composantes a calculer, les autres se déduisant par
symétrie :
R'ju , Rijij.

Théoreme 1.3.3.2: Valeurs des tenseurs de courbure et de Riemann

Soit 4, j,k, 1 € {0,1,2,3} distincts i.e. on a {0,1,2,3} = {4, 7, k,[}.
(i) On a:
RE. = o
jil = ~Ug g1 + Ui g (“j,l - Uz‘,l) + UL Ui
j 2u;—2u; 1
Rt = —nimje™ "R’ juy
R = R
R'jii = -R'ju
(ii) On a :
‘ 2u;—2u;
Rjij = = (ui gy +uig (wig = wjg)) = nanmy (wja + wj (s = wig)) e~
2u;—2u 2u;—2u
= MW kU ke = U g ges T
et :
j i
R7iij = —nmin; R’ jij.
(iii) Toutes les autres valeurs du tenseur de Riemann sont nulles.

Démonstration. (i) On a :

R'jii =0T, — Ty, + TG, ~THT,,
=— O + Fgllr;ij + T4 Ty - T T,
== O (wij) + it g + g juig — Ui juig
== U510+ Uig (Uj,z - Ui,l) U U

= =~ +wig (wig = wig) + ugjuig

(ii) On a :
R'jij =0,T5; — 0, + TjiThn — T Ty
o o
~0,%, — o0 + T, — LT T T

2uj72um) 2uj—2ui)

2
Ui,m = Uy 5 = Ui (—Umjuj,z‘e
2uj—2u;

=0; (-nimjus i€ 72%) = 0; (uij) + (~Nmnjujme
= — (wigj +wij (wig—wjj)) = ming (Wi +uji (ujs —uig))e

2ujf2uk _ nlnjui’luj,le2uj72UZ

— NN Ui kU L€
J

1.3.4 Calculs pratiques de la 2-forme de courbure dans ¢, et ¢

Soit deux champs de vecteurs X et Y. Pour tout champ de vecteur 9;, I'élément Z(X,Y)0; est un champ
de vecteurs, donc il se décompose dans la base %,. On en déduit la définition des 2-formes de courbures.
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Définition 1.3.4.1: Les applications de courbures

Soit deux champs de vecteurs X et Y et ¢,7 € {0,1,2,3}. On définit le champ scalaire Q;(X ,Y) par :

QUX,Y) = 0" (Z(X,Y)b;).

On a donc une 2-forme QE e A2(U) qui & tous champs de vecteurs X et Y associe le champ scalaire
Q;(X, Y). On a la décomposition :
(X, Y)0; = Q(X,Y)0;.

Lemme 1.3.4.2: Propriétés usuelles

Soit 4,7, k € {0,1,2,3}.
(i) On a : ' ‘ '
Q; =dw'; +w'y A"
(ii) On a : '
Q%) = —mem; V.
(iii) On a :
0L =0

Démonstration. (i) On a pour tous champs de vecteurs X et Y :

Q5(X,Y)0; =R(X,Y)0; = VxVy0; - VyVx0; - V(x.y19;
=Vx (@'j(Y)0;) - Vy (=" ;(X)6;) - =" ([X, Y ])8;
=X (" ;(Y)) 0 + & (V) Vxy - YV (" (X)) O - " (X)Vxk - =5 ([X, Y ])0;
=X (" ;(Y)) 0 + & ; (V)@ t(X)0; - Y (" (X)) 0h - &* (X))t (V) 0; - =5 ([ X, Y ])6;
=X (@' (V) 0; + @" (V)" 1 (X)0; - YV (w0 (X)) 0; - & (X) "1 (V)0 - =5 ([ X, Y])6;
=(X (0 (V)) +@"; (V)@ (X) -V (&'j(X)) - " (X))@' 1 (V) - @5 ([X,Y])) 6;
=(X (&'5(Y)) -V (w'5(X)) - =" 5([X,Y]) + & (V)@'w(X) - =" (X) &' k(Y)) 0
= (dwij(X, Y)+ (wik ®w—w";® wik) (X,Y))6;
=(dw'; + @'k, A wkj) (X, Y)0;

Comme cela est vrai pour tous champs de vecteurs X, Y et 6#;, on a le résultat.

(ii) On a:

—mn; ¥y, =~y (de’ g + w7 A w'y)
= —mnyde’ = Mm@’ A @',
=d (-neny@’x) = (-niny@’s) A (—meniw's,)
= dwkj —wij A”;
= dwkj + ’wki A wij
= ij
(iii) On a par (ii) :
OFy = e Qi = -Q%,

j.e.on a Q% =0.
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Lemme 1.3.4.3: Lemme préparatoire au calcul des deux formes (2%

Soit 4, j,k, 1 € {0,1,2,3} distincts i.e. on a {0,1,2,3} = {i,7,k,l}, et p,q #1,].
(i) On a :

i D — ans o~ Up—Uj 0l _ P . —2up gi,j 7L . e~ Wi—UpAP,J
Wp N5 = Ujplp i€ 9 NpNjUipUjpe P07 +minjup jujpe” " O
(ii) On a :

deo’; = (ui g + Wi (s,g — tsg)) €7 790%° — mum; (wgiq + w6 (uj,q — wig)) €74 90%7,

Démonstration. (i) On a :

i P~ (4 o Upgt _ . o~ Ui P o~ Ui QP _ . e Up Q]
WpAhwj= (uw,e 0" — ninpup,ie "0 )/\ (um@ 70° = mpnjujper0 )
—Up—u; i, —2up ni,J —U;—U \J
= Uipup,je " I0F —mpnjui pujpe” 0%+ mimjup iug pe 0P
(ii) On a :
(. .o Ot i eay . o~ Wi QT
dw'; =d (uwe 10" — ninjuje 0 )
—ujint —uing
=d (wige™0%) —mimyd (ujee™6Y)
—Uj % —Uj % —U; j —U; ]
=d (ui,je J) NG+ Uj; j€ id ((9 ) - T]ﬂ]jd (ume Z) N M1 Uj € id (9])
= (Ui jq = tijtjq) € da? AO" +u; s u; ge” 16"
= minj (Wjiq = Wjillig) € “dz? NG —mimjuj e ujge™"0

= (i jq + wig (tig = wjg)) €7 0% — iy (wjiq +uji (wjq = ig)) € 90%7

Proposition 1.3.4.4: Valeurs exactes des deux formes 2%

On a:

Q= > [(usgp+ i (ip — p) — U plip;) € P 450P" + mmy (up 1t p — Wjip + s (s p — s p)) €74 7PGP |
DP#i,J

+ | (i gz + i (g — w55)) €72 + miny (s + w (g — wig)) €72% + 15 > Mpuspujpe o7 | 67

D#L,J
Démonstration. On a :
N i P
Qj =dw’; + Z‘wp/\w j
p*i,j
— (. . (e ~Uj~Uq 9GsT _ oy (. e ~ui~Uq q,J
= (Ui jq + i j (Wig — Ujq)) € 0" —ninj (wjig + uji (wjq —uig))e o

. L, Up—Uj gL,D T . —2up ni,J .7 . . o Wi—Up O]
+ Y Uiplp i€ 0" — npnjuipujpe O + minjup ugpe 6"
p#L,J

= (um-j + Ui, j (UZ'J' - u]',j)) e iU (gj’i + (Ui,jkz + Ui, j (ui,k - ijk)) e
(i g+ wig (uig —ugp)) €705 = nimy (wjai + g (g — uig)) e 740"

=iy (wjan +wgi (wjh = win)) e 0% = ming (wji + wji (ujp = wig)) e 0
—Ui—Uk ek,j

—Uj Uk Hk,l

—Ug—U; ei,k

—2u nt,J
+ U KU € = MM kU ke 0+ nimiug g e

—up—uj ni,l —2uy ni,J —u;—uy pl,j
+uggugge 0 —mmyugug e 0% + mimug gug e MO
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= 3 [(uigp +wig (Wip = wjp) = Uiptip ;) €7 PP = mim; (wjip + wji (Wjp — Uip) — Upiujp) € PGP |
D#i,J

| (i + i (uig = uzg)) € + minny (uji +wji (ugs = wig)) e 4115 3 mpuipujpe 7 |67
P#Fi,j

O

Exemple 1.3.4.5: Suite 5 de la métrique h

On reprend l’exemple avec la métrique h (voir 1.1.4.1, 1.1.5.1, 1.2.5.5, 1.2.6.3 et 1.2.6.5) avec :

uo(t,r) :
UQ(t, 7“) 8

u(t,r) ur(t,r) :=v(t,r)
b(t) +1n(r) ug(t,r,9) =0b(t) + In(r) + Insin(J)

e On a:
Q(l) = (U1,02 + Uu1,0 (ul,g - qug) - u1,2u2,0) e—uz—uoell

+mno (uz,1u0,2 — uo,12 + o1 (1,2 — uo2)) e U220

+ (u1,03 +u1 0 (u1,3 — U 3) — U 3uzg) e “37u0h>!

+mno (ug 103 — w013 + w01 (w13 —ug3)) e “1 742430

+ [ (w100 + w10 (u1,0 —u0,0)) €2 +mimo (wo,11 + o (o1 —u11)) e
“2ua] go.1

—2u1] o1

+ [’70772u1,2u0,2€_2u2 + 7073U1,3U0,3€
= [(u1,00 + u1,0 (u1,0 — u0,0)) €2 + 110 (wo,11 + o1 (w01 —ur1))e

= [(v +0(0—u))e 2 - (u" +u (u' =v")) 6721]] 61

—2u1] o1

e Ona:

02 = (ug01 +ugo (ug1 —up1) — ug 1ug o) e “17409"2

+mano (u1.2u0 1 — uo,21 + up2 (uz1 —ug 1)) e 274190

+ (ug,03 +ug0 (u2,3 — U 3) — U 3uz0) e “3740H%?
+ 1210 (U3,2u0,3 —Up,23 + U2 (u2,3 - uo,3)) e
+ [ (uz,00 + 2,0 (u2,0 = 0,0)) €72 + namo (uo22 + uo2 (o2 — Uz2)) €
2u2) 0.2

—Ug—U3 93,0

—2uQ] 902

_2u —
+ [momug,1uo, €™ + nomzusz sug se

= (un,0 (u2,1 —u01) — U 1u1,0) € " 7 0OM2 + [ (un,00 +uz,0 (U0 — ugp)) e 240 62

—2u1 0,2
+nomuz,1uge 0

= (b (7“_1 - u') - 7“_11')) e vvgh2 4 [(b + b(b - u)) e 2 r_lu'e_%] 0%2

e On a:

Qg = (U3701 +U30 (U371 = U071) — U3,1u1,o) e—u1—u001,3

+m3m0 (u1,3t0,1 — uo,31 +uo 3 (uz1 —ug1))e " 1M

+ (’u,3702 +Uu3,0 (U372 - UO,Q) = U372u270) 6*u2*u092,3
+ 13m0 (u2,3t0.2 — uo,32 + o3 (Uz g —upa)) e "3 42030

+ [ (us,00 + us,0 (us,0 —u0,0)) €2 +m3m0 (w033 + o3 (o3 —us3)) e
—2u2] 90,3

—2u3] 60,3

—2u
+ [momus,uo, 1€ + nomaus aug 2e

—u1—-uQ 91,3 —u2—Ug 92,3

+ (u3,0U3,2 - U3,2U2,0) e
72u1] 00,3

= (u3,0 (u3,1 —uo,1) —uz1u10) €
+ [(u3,00 +u3,0 (uz,0 — U0,0)) € 2" + Mom1uz,1 U0 1€
= (b (r_l - u') - T_l’[}) e b3 4 [(b +b (b - u)) e 2 r_lu'e_%] 603
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e Ona:
0F = (ug,10 + g1 (ug0 — u10) — ugoup 1) e “0"419%2

+ a1 (uo2u1 0 — w120 +u12 (U2 —ugp)) e 274090t

+ (u2.13 + uz1 (U3 — w1 3) — ug 3uz) e 3741932

+nam (ugou1 3 —u1 23 + 1o (g3 —uy3))e 2789t

+ [(U2,11 tu21 (U2,1 - u1,1)) e 4 n2m (u1,22 + U2 (u1,2 - U2,2)) €
2u3] 91,2

—2u2] g1:2

_2u —
+ [mnouz,out,0e” " + mugug,3ut 3e

= (u2,1 (u2,0 — u1,0) — ugotig,1) e “0719%2

4 [(Uz,n +ugq (ug 1 —upg))e 2 + 771770U2,0U1,06_2u0] o2
= (7“_1 (b - 1‘1) - bu') e 4902 4 [—r_lv'e_zv - 1)66_2“] 612

e On a:
QF = (us10 +uz (uso — u1,0) - uzouo) e 0 "16%?

+n3m (uo,3u1,0 — w130 +u1 3 (us —up)) e e 409t

+ (u312 +us 1 (us2 —u12) — U3 2u2,1) e u2u1923

+m3m (uggur e —ur 32+ ui 3 (uz2 —up))e 372 9>!

+[(ugn1 +usy (ugn —ui1)) e > +mgm (ur33 +urs (urs —usgs))e
—2'LL2] 91,3

—2u3] 91,3

—2u
+ [mmous our,0e” > + mimaus ous ge

—Uup—u1 90,3 —Ug—uU1 62,3

+ (uz,1uz2 —ugug1)e
“2u0] g3

= (u3,1 (ug,0 —u1,0) —u3,0u0,1) €
+[(ugn1 +us (ugn —wr1)) e > +mmousour e

= (T‘_l (b - 1'1) - bu’) e v vg03 4 [—T_lv'e_2” - 7}66_2"] g3

e Ona:
03 = (ug 20 +us 2 (uzo — u20) — ugoup2) e “0"24%3

+ a2 (uo 3ug,0 — u2,30 + u2,3 (uz,0 — ugp)) e 4374092

+ (uz2 +uga (usy —ug1) —ugup o) e 1203

+nana (U1 3ug 1 —ug31 +ug3 (uz1 —ugq))e 37192

+[(us0 + us (us2 —u22)) €72 + 3o (un,ss + uz3 (ug,3 —us3)) e
2] 23

—2u3] 23

—2u _
+ [mamous puz,0e” "0 + namiug 1uz,ie

—ug—us 00,3 —ul—uzel,?)

=u32 (u3,0 —u2p) € +u32 (u3,1 —u21)e
+[(us 22 + (uz2)?) €72 + mamous,pun,pe” " +momius 1us,1e

9 _ N2 9 _
:[—r 2, 2b_(b) 2 4 2, 2'0]62,3

—2u1] g2:3

1.3.5 Calculs pratiques dans %, et €

On commence par un lien entre les Rijkl et les Q;
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Lemme 1.3.5.1: Lien avec les 2-formes Qj

R = € (05,6, -

Démonstration. On a par définition des Rijkl :
Rjki = 0" (R (0k,61) 6;)
= 0" (2} (01,0, 61)
= Q% (04, 01) 6
=5 (Ok, 01)

On a donc :

jll Q (9“91)
=dw j (91‘,9;) + wip A ij (91'791)

Le lemme suivant donne la valeur de chaque terme de droite.

Lemme 1.3.5.2: Lemme préparatoire au calcul des tenseurs de Riemann

Soit 4, j, k, [ tels que {0,1,2,3} ={i,7,k,1} et p+14,J.
(i) (a) On a:

7 _ <P —u;—u
w'p AP (0:,01) = 0] w; yug je~ 17

(b) On a: '
@'y A’ (0;,05) = _npnjui,puj,pe_%p-

(ii) (a) On a:

—ujup

dwij (91,91) = - (ui,jl + Us,j (ui,l - UjJ)) (&

(b) On a :

dew’; (63,05) = — (wsj5 + 1 g (i g — 155)) €72 — mimy (wgis + g (wjs — wss)) €%

Démonstration. (i) (a) On a :
wip A ij (91, 91) :ui’pume_u”_“j Gi’p ((91, 91) - npnjui’puj,pe_m”m’j (91, 91)
+ i Up it pe PO (6;,0p)
=Uj pUpje P o"? (05,6r)
=07 i ur je
(b) On a:
@'y AP (6:,05) =i pup e (0:,60;)  npijuipuspe” 0 (65,60;)
+ i Up it pe PO (6;,05)
— MU ptipe 2P0 (0, 0;)

_ o . —2u
== MpN)jUiptjpe ~F
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(ii) (a) On a:

dew’; (63, 01) = (i g + wij (wig — jg)) € 7"10%" (6;,0,)
= 0inj (Wjig + g (Ujq — uig)) e 107 (6;,0;)
= (Ui jq + iy (Uig = ujq)) €97 109 (6;,60)

=T (U'L,]l + ui,j (UZJ - u_],l)) e_uj_ul

(b) On a :

Ao’ (0;,0;) = (wijq + wij (i g —wjq)) e 7 0% (6;,0;)
= niny (Wjiq +uji (wjq —uig)) e "0 (6;,0;)
== 07 (uijq + wij (tig = jq)) e = 67ming (ujiq + i (ujg —uig)) €

= = (ui gy + i g (uig =) e = mimy (wji +wji (uji = uig)) €2

—Uj—Uq

On en déduit les valeurs exactes des composantes du tenseur de Riemann R’ jkl-

Théoreme 1.3.5.3: Valeurs des tenseurs de Riemann

Soit 4, j, k,  tels que {0,1,2,3} = {i,7,k,1}.
(i) On a :
R'jit = = (o +wig (wig = wjp) = uigug;) e
R’ = —miniR’ iy
R = Ry
R = Ry
(ii) On a :
Rijij = = (ui gy + i (us,g = u55)) €729 = mamy (g + wjs (g = wis)) €
-2 2
= MU UG RE = U e
et : ' .
Riij = —nimi R’ ji5.
(iii) Toutes les autres valeurs du tenseur de Riemann sont nulles.

Démonstration. (i) On a :

R'jq = Q25 (0;,6,)
=dw'; (0;,60)) + @'y AP (0:,0;)
:dwij (9“91) + wik A wkj (91,01) + wil A wlj (&,0;)
—u

=- (uiyﬂ + U (u“ - u]-,l)) e T oy g e

=— (Ui,jl + Ui 5 (ui,l - ujJ) - ui,lul,j) Wil
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(ii) On a :
R'ji; =€ (05, 6;)
=dw’; (6;,0,) + @'y AP} (6;,0;)
:dwij (01,03) + wik AN wkj (01,93) + wil AN wlj (91,0])

= = (ui gy + i g (uig —ujg)) e = nimy (i +wji (i = uig)) €72

—2u —2u
— MM kUG k€ — MU UG ge
(iii) Comme Q! =0, on a pour tous p,q :
i
R*ipq = 0.
Comme Q; est une forme alternée, on a :
quii =0.

Par ’expression générale trouvée des Q; dans la proposition 1.3.4.4, ]Rijkl = 0.

On en déduit les valeurs dans le cas de la métrique h.

Exemple 1.3.5.4: Suite 6 de la métrique h

On reprend I’exemple avec la métrique h (voir 1.1.4.1, 1.1.5.1, 1.2.5.5,1.2.6.3, 1.2.6.5 et 1.3.4.5) avec :

wo(t,r) :=u(t,r) ur(t,r) :=v(t,r)
uz(t,r) = b(t) +In(r) us(t,r,9) = b(t) + In(r) + Insin(J)

On étudie deux cas :
(1) R'i; , (2) Riya
(1) Calculs des R';;;.
e Casoui:=0.0On a :

R%01 = — (o1 +uo1 (w01 —u11)) e >

—nom (u1,00 + 11,0 (u1,0 — ugp)) e 240

—2u —2u
— M2N1Up2UL 2€ 7 — T3N1U3UL3E O

= — (o1 +uo1 (uo1 —u11)) e 2™ —nom (w100 + 10 (u1,0 — tgp)) e 2"

=—(u" +u (u' -0")) e (G (v-10))e

e Casou j:=2,3 (k:=3,2).Ona:

R® ;05 = — (w055 + 0,5 (uo,j — uj5)) e

= mom; (5,00 + 50 (50 — Uo)) €

—2u —2u
—MNjU,1Uj 1€ T = MENjUO KU RE T

0

= —non; (w00 + uj0 (W0 — to0)) € 2" — mnjuo,1uje >
= (b 4 b(b = u)) e 2 _plyle?
RYj1j == (ungj +un g (uaj - us5)) €%
—mn; (uja1 +ujn (uja —urg)) e >™
— Nomju,0tj0e "0 — nEnjug g pe 2
2ug

==y (ujan + w1 (uja —u1,1)) €2 = nonjus ot o€

=—r e 4 phe 2
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e Casoui:=2.0On a:

R%303 = — (u2,33 + a3 (u2,3 — ug3)) e 2"
—nans (uz a2 + usz o (uz e — ug2)) e 242
— Nonsuz, otz 0e "0 — mimzus 1uz 1€ 2
= — 1oms (us 20 + (u3,2)2) e 2w
— Nomsuz,ouz0e 2" — minzuz Uz e

2020 (1‘))2 o 2U _ 220

U1

Les autres termes se calculent par symétrie.
(2) Calculs des R'j;. On a:

R jir = = (wio + i g (wig = wjg) + i gug ;) e ™™™

= (ul’] (ui,l - ujyl) + ui,lul,j) e_uj_ul

e Casou j,0=3.0n a:

Ri:}il == (’U/i’g (ui,l - u37l) L ui,lul,:}) eTusTu _ ()

R’ jiz = = (wij (uig —uj3) + uigu;) e 7% =0

e Casouni:=0,1 (donc 5,/ =1,0=1-14). On a :

Rioi = = (ui2 (uig —uzp) + uiu2) €27 = 0
R%jig = = (uij (us2 — uj2) + uipugj) e =0

e Casou¢:=3. On a pour j,[=0,1:

R0 = — (us 2 (usy —uzy) —ugjug2) e

= — (us,2 (ugy —ugy))e 2™

=0
R%j50 = — (us,j (us2 —uj2) - uggug ;) e "2
= —(ugjus 2 —uzugj)e
= — (ugjus2 —u3oug ;)€
=0

Uj—U2

e Casouni:=2,3. On a :

Roin = — (uio (wi1 —uo1) — uiiuig) e 0™

=- (b (rt—u)-r o) e
R0 = - (us,1 (ui0 —w1,0) — Uiouo,1) €
== (r_l (b - 1}) - u'b) e "

—u1—uQ

Ce sont les seuls termes non nuls du type ]Rijil.
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1.4 Tenseur de Ricci

1.4.1 Généralités

Le tenseur de courbure Z est de type (1,3), on peut donc contracter I'exposant avec le deuxieéme indice.

Définition 1.4.1.1: Le tenseur de Riemann

Le tenseur de Ricci est défini par :

Ric = (%],

i.e. on a pour tous champs de vecteurs Y et Z :

Zic(Y,Z) = [#)5 (Y, Z).

1.4.2 Calcul des composantes dans & et &*

Définition 1.4.2.1: Le tenseur de Riemann

Les composantes du tenseur de Ricci dans & et & sont :

le = %ic(eja 61).

On a donc la décomposition :
Hic = le e; ® e;.

On montre ensuite les propriétés usuelles du tenseur de Ricci. Pour le point (ii), on remarque que pour
tous champs de vecteurs Y et Z, on a une application linéaire de TM (en chaque point p de M, on a une
application linéaire de T,M) :

X— Z(X,Y)Z.

On peut donc regarder la trace de cette application linéaire.

Proposition 1.4.2.2: Propriétés usuelles

Soit j,k,l,n €{0,1,2,3} et deux champs de vecteurs Y et Z.

(i) (Symétrie) On a :
le = le.

(ii)) (a) On a:
RHic(Y,Z)=tr (X — Z(X,Y)Z).

(b) On a :

Rj =Rju.
(iii) (Identité de Bianchi contractée) On a :

VaRji = ViRjn = —VkRkjln.

Démonstration. (i) On utilise les trois premiers points de la proposition 1.3.2.3.

e Par le point (i), on a :

Rijki + Rikij + Rigjr = 0
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e Par le point (iii), on a :
9" Ririj = 9" Rinj
= —" Riiij
= —g" Riji
t.e.0n a: ‘
"Ry = 0.
e Par le point (ii), on a :
_ ki
0= g (Rijus + Rirtj + Riji)

= Rkjkl +0+ Rkljk

k
=R;; -R"i;
=R; - Ry
t.e.0n a :
le :le.

(ii) On montre les deux points en méme temps. On rappelle que pour tout endomorphisme ¢ de T'M, la
trace de ¢ est définie par :

tr(¢) := ' (¢(e:)) -

La trace est indépendante de la base choisie.

Comme :
B =Rl €;®em @’ ®e"
on a :
R 1_ R’L ki \, m n
(Z]s =R pin €7 (ei)e" ®@e
=Ripin OFem @ "
=R'in " ®e"
Ainsi on a :

Ric(ej,e) = [%]5 (ej er)
= (R'min €™ ®€") (e, €1)
=R ukn €™ ()" (1)
=R imin 8507
=R'jy

et d’un autre coté, on a :

tr (X — Z(X,¢ej)er) = e’ (Z(ep, ep)er)
=eP (Rim/rm em(el)ek(ep)e"(ej)ei)
=R’ jsn 6607 € (e;)
=Ry 0]
=R'y;
=R'ji

D’ou le résultat par bilinéarité de Zic et de (Y, 2) — tr (X — Z(X,Y)2).
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(iii) On utilise les point (ii) et (iv) de la proposition 1.3.2.3.

e Par le point (iv), on a :
VaRijri + ViRijin + ViRijnr = 0.

VaRijki + ViRikn + ViRinj = 0.
e Ainsi avec le point (ii), on a :
0= ¢" (VnRiji + ViRijin + ViRijnk)
=V, R¥ 0 + ViR i + VIRF
= VR + ViR" 1 - ViR i

t.e.0n a :

VaRji = ViRjn = —VkRkﬂn.

Exemple 1.4.2.3: Composantes du tenseur de Ricci dans les bases % et %,

(i) Les composantes du tenseur de Ricci dans & et ¢ sont :
By 5= W50

On a donc la décomposition : .
Kic =Rj dv’ ® da!.

(ii) Les composantes du tenseur de Ricci dans ¢, et €, sont :
Ri; = R¥s;.
On a donc la décomposition :

Fic=R; 0" 0.

=5
Rij=e ¢ JRij.

Rji = &Ly - Oy + Th T, - TH.T,.

Démonstration. On a par la proposition 1.3.3.1 :

Rji = R'ji
= 9T} - OTL; + TN T, - TV T,
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Notation 1.4.3.2: La notation chapeau

On note

Y — . 2 e . = .. A2 — 2 5~ e . = . Yy e . = ..
Wi,g -= Z Uk,i Us,j5 = Z Uk, 55 Wj 4 += Z Uk, i Wig,5 = Z Uk,j Wij,jj *= Z Uk,jj
k+i k+i k#1i k+i,j k+i,5

Théoreme 1.4.3.3: Valeurs exactes des Rj;

Soit 7,1 € {0,1,2,3} distincts. On a :

Rji =~ Y Upjt = UjiUp,j — Ui, jtp,l + Up,jUip]
DEJ,!
T O . R S W ) N 2uj—2uyp
Rjj = (U‘JJJ T Uy umum) nj Z M [Ugpp + Ujip (Tpp — Upp)]e
p*]j

Démonstration. On a deux cas.

e Ona:
AT _ AT i P _ i TP
_a.1J I o i il i
== | D0 wpgr = wjup, = g+ g
Dp#J,l
e Ona:

2O — 9T + T TP, T — T TV
Rjj =0il"%; - 0;T%; + T, 1%~ T4 % ~ T4 T
2u;—2u; 2u;—2u 2

j z) j p) —u; ;- (—njmuj,ie

2u]- —2”LLp

A — 0y . Ay e . 2u—2u,
—81( njnit;,i€ 8]“17J+“%7p( Nj1pUj,p€ ’ l)

_ 2u;—2u; 2 2
= =i (Wjii + 2w (Ui = wig)) €977 =y g5 = Nnpui pujpe —ug j Mg e

~ ~9 ~ ~ -2 2u;
== (“j»jj T U - “j,juj,j) =Ny Z Np [ pp + 1jp (Tpp = upp)] =P
p#j

Ujyi

2u]- —2”LL1'

On calculera dans la sous-section suivantes les valeurs des composantes du tenseur de Ricci.

1.4.4 Calcul des composantes dans ¢, et €

Lemme 1.4.4.1: Propriétés usuelles

Rﬂ = dwij (02, 9;) + wik A wkj (91,91) .

Démonstration. On a directement :
Rji = Q5 (6;,6,)
= dwij (Qi, 9[) + wik A wkj (9“ 91)

On en redéduit les valeurs des composantes du tenseur de Ricci.
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Théoreme 1.4.4.2: Valeurs exactes des R

Soit 4, j, k, [ tels que {0,1,2,3} = {i,7,k,l} et p#j,l. On a :

o = — o . P . . —U U
Rj; = Z Up,jl = UjiUp,j = ULjUp L + Up,jUpl | €
p#J,l
Rjj = — (@55 + 035 —wjjiy;) €72 =y > 1y [Wpp + jp (Upp — Upp)] €724
jj = 5,33 T Wy g 5,5 U5.5 Nj 2, Mp [Ujpp + Ujp \Upp — Upp
p#j

Démonstration. On a deux cas.

e Comme :
j l
R ;=0 , Ry
on a :
TP,
le =R Jpl
_ D
= Z R Jpl
p=j,l
P o . P . . —Uj U
== | 2 wpt = wjup g — gy up jup g | €
p#EJ,l
e Comme :
J..._
R’;j5=0
on a :

Rjj =R jpj
= R'jij + RN + Ry
=~ (uigj + i (wig —uj;)) € = min (wji + i (wgs = uig)) e
— MR g ke = g e
= (ungj + wng (un —ujg)) e
— MmN — g g e

- (ul,jj +Ug,; (w,j - uj,j)) e 2 — i (uj,u +Uji (uj,l - uu)) €
2u;

4 =y (wjan + g (ujp = ug)) e
2uy

—2uy

—2'LL —
= MNjULEUG RE T F = 17Uy U €

= — Z (’LLij + Up,j (up,j — u],])) e—2uj
p*J
= um; [ (i + g (wjg +wng +wig —ugg))] e 2w

~ ~2 ~ —2u; ~
= = (55 + 45 5~ ujg ) € =i 3 p [wjpp + wjp (Upp = upp)] €
p#)

—2uyp

O]

On en déduit les valeurs des composantes pour la métriques h.

Exemple 1.4.4.3: Suite 7 de la métrique h

On reprend l’exemple avec la métrique h (voir 1.1.4.1, 1.1.5.1, 1.2.5.5, 1.2.6.3, 1.2.6.5, 1.3.4.5,
et 1.3.5.4) avec :

uo(t,r) =u(t,r) ui(t,r) = ov(t,r)
ua(t,r) :=b(t) +1In(r) ug(t,r,9) =b(t) + In(r) + Insin(F)
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(1) Premiére méthode. On utilise le théoréme 1.4.3.3. On traite les éléments non diagonaux puis
les éléments diagonaux.

e Termes nuls non diagonaux. On a :

Rs3 = — — ZI—UQ,J'LLP’?) — U 3Up |+ Up3Upg [T =0
| p#3,
Rjg =~ ;3 —Uj 3Up § — Uy jUp3 + Up jUp3 | e "2 = 0.
| P4,
Rig = - 21:2 —Up 2Up 1 — U, 1Up2 + Up1Up2 | €T =~ [~ug juz e +uzuz2] e T =0
| 1,
Ror=—| D —uggup2 —wioup + upouyy | €727 = = [~ug ug 2 + uggus | e ™2™ = 0
| p#2,0

e Termes non nuls. On a :

—U1—U
Rio=—| D up10—u1,0up1 — u0,1Up,0 + Up,1tpg [ €170
p=1,0
_ —Uu1-ug
= — [—u1,0u2,1 — Uo,1U2,0 + U2,1U2,0 — U1,0U3,1 — U0, 1U3,0 + U3,1U30] €
= —2[-u10uz,1 — Uo,1U2,0 + U2, 1U2 0] €
==2 [—i}r_l —bu' + br_l] e Y
=2 [1’)7’71 +b (u' = 7“71)] e Y

Roo = - [@0,00 + ag,o - Uo,oﬁO,O] e —nom [uo1 +uon (Qn —uip)]e ™™

U1 —UQ

— 0oz [uo,22 + uo,2 (g2 — u2,2)] €2 — noms [uo,33 + uo,3 (tiz 3 — ug 3)] e 2"

= — [0 + 0 o — uo,0@lo,0] €20 = momy [uo,11 +wo,1 (@11 —u1p)]e ™
= [+ 2b+ (8)2+2(b)" — (0 +2b) ] e+ [ 40 (u 4 207" =0") [
Riy = - [d101 + a%; — 1,101 €™ —mimo [u1,00 + w10 (Tio0 — )] €240
— g [u1,20 + u1 2 (figg — ug2)] €22 —mym3 [ug 33 + w1 3 (G133 — uz 3)] e 242
= [@1711 + a%@ - U1,1ﬂ1,1] e 2 — i [u1,00 + u1,0 (0,0 — u0,0)] e~ 2u0
== [u" + (u')2 —o' (u + 27’1)] e+ [o+0(0+ 2b - a)]e
Rog == (2,20 + d%z — ug2in;2) €22 — pomo [ug,00 + uz,0 (tio,0 — U 0)] €240
— o [u2.11 +uz1 (11 —u11)] e 2™ —nmans [ug s + ua s (33 —uzz)]e 22
= — (fig,20 + 3 5) €2 = 1o [w2,00 + Uz, (G0 ,0 — uo,0)] €2
—nom [ug,11 +u2 (11 —ur1)]e >
—p2e720 [Zi +b (0+ 2 _ )] e — 7l (u =0 + 7;1) o~ 20
Raz =~ (3,33 + @3,3 —ug303,3) € 2" = n3mo [us,00 + us,0 (G0 — uop)] e 2"

—mam [us,i1 +usy (@11 —urn)] e > —namo [us oo + us2 (Ao —up2)] €72

=—T137o [US,OO +u3,0 (ﬂop = UO7())] 672u0 —NM3M [ZL3711 +us,1 (al,l - ul,l)] 672“1
—n31e [ug 20 + uz2 (g2 — uz2)] €2

=r 272 4 [b +b (1') +2b - u)] e 2wt (u' -+ 7“71) e

(2) Deuxiéme méthode. On utilise la définition 1.4.1.1.
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e Cas j:=0. On a :

Roo =R%00 + R'010 + R?020 + R?030
=R’ 910 + 2R?029
=(u" +u (v -0")) e (b+0(0-10))e -2 (b +b (b - 1)) ey oyl e
=— [v +2b+ (0)% +2 (b)2 —a(v+ 2b)] e+ [u" + 4 (W +2r7 =) ] e
Ro1 =R%po1 + R'o11 + R%021 + R?031
=2R% 09
=2 (b (u' - 7’71) + 7‘11')) e
Ro2 =R%02 + Rlg12 + R%p22 + R332 = 0

0 1 2 3
Ro3 =R"03 + R 913 + R%23 + R%933 = 0

e Cas j:=1.On a :

0 1 2 3
Rig =R"100 + R 110 + R%120 + R"130

Ri1 =R% 01 + RYy11 + R%101 + RP 3
=R%01 + 2R?19;
=—(u"+u (v =0")) e + (5 +0 (0 -10)) e
+2r W e 4 2pbe 2
=— [u" + (u')2 —o' (u'+ 27’71)] e 4 [+ (0 + 2b - )] e 2
Ri2 =R%192 + R'112 + R%195 + R?135 = 0

Ry =R%j03 + R'113 + R?93 + R?33 = 0
e Cas j:=2.On a:

R =R%00 + R210 + R?390 + R?30 = 0
Rt =R%gq1 + Rlg11 + R%991 + R%531 =0
Raz =R%q5 + R1g12 + R%590 + R353:
=R%02 + R'912 + R?33:
= (b +b (b = u)) e 2 _ylple
+r e + phe 2
P ((3)2 o 2U _ 2,20
24 [b +b (i) +2b— u)] e 2 _pml (u' -v'+ 7"_1) e

0 1 2 3
Ro3 =R"903 + R 213 + R203 + R7933 = 0
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e Cas j:=3. On a :

R3o =R%300 + R'310 + R%390 + R3330 = 0
R31 =R%01 + R'311 + R%321 + R%331 =0
R32 =R%302 + R'312 + R%300 + R3330 = 0
Rs3 =R%303 + R313 + R%303 + R%333

=R%;03 + R'313 + R?323

=R%p2 + R'o15 + R%230

=Ro2

Donc les matrices Rj; et Rj; sont de la forme :

Roo Re1 0O 0 Roo Ror 0 0
IR Ry 0 0 po_[Ro R0 0
=10 0 Ry O 7710 0 Ry O

0 0 0 R33 0 0 0 R33

R

avec :
? ( )] 0 [u” +u’ (u/ +2r - v’)] e

) -
)2 u( )] 4+ [u"+u' (u'+27‘71 —1/)]@2”72”

Roo = - [+ 25+ (9)% +2 (b
Rooz—[v+2?5+(®)2+2(b

Ry =2 (b (u' r ) 11})6

Ro1 =2 (b (u’ r ) lv)

Ry = [u"+(u') v'( "+ 2 1)] [U+U(v+2b u)]e_2“
Rqip = [ (u')2 (u +2r” 1)] [U + 0 (v +2b - u)] g Zutv
Rog =Rgs = 772 b+b(v+2b u)] “2u_ (u -V +r 1)6_2”

+[
Rao =1 + 12 [ (v+2b u)] 2“—r1(u - +r71)672”
R33 =sin 19R22

1.5 Courbure scalaire

Définition 1.5.0.1: La courbure scalaire

La courbure scalaire est définie par :

B [[%10] ]

Comme les opérations [0]1 ct [o]" sont indépendantes de la base choisie, . est aussi indépendante de la
base choisie.

Proposition 1.5.0.2: Propriétés usuelles

(i) (a) On a:
S =trgZic.
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(b) On a : '
S = glkR'zk
(ii) (Identité de Bianchi deux fois contractées)
(a) On a:
1
T@——wy7
1
VkRkj = ivjy

1
glelej = ivj’Y
(b) On a :
#ic]' ] = Lo
[[ ic] ]2 D)
div[Zic]' = %dy

1
dng%iC = §dy

Démonstration. (i) Comme :

[Zic]" : (o, X) — g* (a, Zic(s, X))
Zic =Ry 6k ® 6l

on a:
[(Zic]'(e',ej) = g* (ez,%m(o e;))

=g" (¢", Ry € (ej)e")
:g*< 151~ k)
=g" (", Ryj e )
=Ry; (e ,ek)
=Ry;g”

etona:

= tr ([#ic]")

= ei([%ic]l(gei))
= ¢! (le el(ei)ej)
=R/, dje’ (¢;)
=ng 5

-R,

=g Ry

(ii) (a) Par I'identité de Bianchi contractée (voir la proposition 1.4.2.2), on a :

VaRji — ViR + ViR 1, = 0.
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Comme :
g"' ViR i = €87 ViRpnji
= g" VP Ry
= gNZVpR'nplj
= valplj
= V'Ry;
= Vpij
on a alors en recontractant :

0= g"l (Vnle - VjRnl + VkRknjl)
=g"'V,Rj - g" VR +g"' ViR 0
= VZle - ij + Vpij

j.e.0n a : )
VZle = ivjy'

Pour les deux autres égalités, il suffit de remarquer que :
Vlel = glekle
= kakj
(b) On se place dans la base ¢". Comme :
divyZic = [V [%ic]l];
ona:
. . . 17t
divyZic(9;) = [V [#ic]' ], (8))
:kakj
1
=§Vj,5ﬂ
1
=5d7(9;)

Comme cela est vrai pour tout j, on a :

1
divyZic = Zd7.

Exemple 1.5.0.3: Exemples de calculs dans les bases ¢ et %,

On a donc : - -

7 =" Rjj =" Ry;.
On peut montrer la derniere égalité directement sans utiliser I'invariance par changement de base.
Comme gj; et 7, sont diagonales, on a :

7 =g''Ryi

= 8" Rjj
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.
= g/ Ry;
=g n’g;;R;;
=1 Ry

1.5.1 Calculs pratiques dans % et ¢*

Proposition 1.5.1.1: Valeur en fonction des symboles de Christoffel

=g (T, - O Ty + IV F;;prfl) .

Démonstration. On a par le lemme 1.5.0.2 :
S = gklel.

Comme :
_api i i TP i TP
Rkl = 81Fk‘l 8krh + Fipfkl k’pFil

on a :
S =g (T, - O + LI - szrfl) .

Corollaire 1.5.1.2: Valeur exacte

On a:

N %) N N 2\ -2
S =— Z?]k (2uk,kk + uk’k - 2uk7kuk’k + (uhk) )e 5,
k

Démonstration. On a :

S =g (0 - OpTy; + T, I, ~ T}, 10
=g (8, T}y — Ok + Lol = Thilin — Ty

2up—2u; ) 2up—2up ) 2ug—2u; ) —2up

- U?k — (—mmiu e ug;) e

2up—2u 2 2 2up—2uy —2u
k=2Up _ U3 g, + MeNi Uy € k z) e 2uk

—2u;

— Oy gy + Wi p (—MkTpuE pe
k=2 g g — MR Ui pUk p€
€7 = Mty e = Mt pUg pe P = mug e + i e
) €72 = M e = Nt gy e = npu; e+ npus e

=ni (0i (—neniur e
=0k (=i (ki + 2up (- uig)) e
== i (wkyii + 2up; (wng — i)

—2u
== (wa o + 201, (i — ki) k

—2ug

=—-Nk 2ul k (ul k= uk7k) = U kUp k + UZQ,k) e~ 2uk
=Tk 2(% & Ui,kuk,k) - ui,kup,k) e

= S, (20k, kk + @2k, k - 2uy, ik, k + (ak, k)?) e 2%
k

(

=—ng (u kk + 2U; (u2 E— Uk k) U kk — Wi kUp k. t uzzk + %2/@) e
(
( —2uk

On calcule avec la métrique h, la valeur de .¥ en fin de sous-section suivante.
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1.5.2 Calculs pratiques dans %, et €

Par la formule :
S =nRj;

on en déduit la valeur de la courbure scalaire.

Théoreme 1.5.2.1: Valeur du tenseur scalaire

A ~2 o 2 2\ 9
< =— an (2uk7kk ain uk,7k, = 2uk7kuk7k P (u;ﬁk) )6 Uk
k

Démonstration. On a :

S Zme—%j D (Uk,jj +uy (U - uj)ﬁj) N (Uj,kk + U (—ul€ +y ul) ) o2tk
j k

k+j 7 k+#j itk

== > > m (uj,klc +Uj g (_Uk +> uz) ) T2k SN e (Uj,kk: + g g (uj — Uk),k)
&

k j+k ik k j+k

J*k £,k

=— Z T]k672uk Z 2uj7kk +Uj K (2u]‘ - 2uk + Z ul)
k k

N ) N N 2\ —2u
== > m (2Uk,kk + Uj, f, — 2Up K UE | + (Ukk) ) e 'k
k

O]

Exemple 1.5.2.2: Suite 8 de la métrique h

On reprend I’exemple avec la métrique h (voir 1.1.4.1, 1.1.5.1, 1.2.5.5,1.2.6.3 ,1.2.6.5, 1.3.4.5,1.3.54
et 1.4.4.3) avec :

uO(t7T) o= U(t,T) ul(tar) = ’U(t,T’)

ug(t,r) :=b(t) +1In(r) ug(t,r,9) :=0b(t) +In(r) + Insin(J)

On calcule Scal de deux fagons différentes.
(1) Par le théoréme 1.5.2.1, on a :

=~ 110 (280,00 + U o ~ 2u0,0%l0,0 + (10,0)") €

=1 (261,01 + 47 ) — 2u1181 + (A1) e
— 2 (22,22 + 115 5 — 2ug212,2 + (Ti2,2) e

= (2(5+2) + (8)* +2(b) - 20 (6 + 2B) + (0 + 26)") 72
(20 -2 () 1 272! (1 27+ (o w2 e
—2r72e7%

=2 [+ 2b+ (0)? +3(B)” — 1o - 2 + 20b] 7

_ R _ _ 9
+2[u"—2r 2 (W) +3r = +2r 1(u’—v’)u']e 0 _9p2e72
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(2) Par la définition 1.5.0.1, on a :

& =n;Rj;
=noRoo + M R11 + n2Raz + 13R33
=Rgo — Ry1 = 2Roo

[v+26+(v) +2(b ) u(v+2b)] #[u” ol (uf + 20 =) ] e
+[u"+(u’)2_ (u +2r" )] [v+v(v+2b U)]e 2u
9% 2_9 [b+b(v+2b u)] ( v +r 1)6‘2”

=—2[i+2b+ (8)* +3(b)" —uv—2ub+2vb]e—2"

— 2 _ _ _ _9 _
+2[u”—2r 2+(u') +3r 2 —uv +2r l(u’—v’)u’]e W _gp2e72

On voit Pefficacité de la premiere méthode qui donne directement une tres bonne factorisation.

1.6 Tenseur d’Einstein

Définition 1.6.0.1: Le tenseur d’Einstein

Le tenseur d’Einstein est défini par :
.1
9 = Hic - 55”9.
i.e. pour tous champs de vecteurs X et Y, on a :

G(X,Y) = Fie(X,Y) - %Yg(X, ).

On définit ensuite les composantes de ¢ dans la base &.

Définition 1.6.0.2: Les composantes du tenseur d’Einstein dans & et &*

Les composantes du tenseur de Ricci dans & et &* sont :

Gjl = g(ej, el).

Proposition 1.6.0.3: Propriétés simples du tenseur d’Einstein dans & et &

(i) (Symétrie)

(a) On a :
Y(X,Y)=9(Y,X).
(b) On a :
Gjl S Glj-
(ii) (Identité de Bianchi deux fois contractées)
(a) On a:
VZGU =0
Vkaj =
g'vrGy, =0
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(b) On a :
1
[[g]l]g =0
div[¢]' =0
divy¥ =0

Démonstration. (i) (Symétrie)

(a) Comme Zic et g sont symétriques, on a :
1
Y(X.Y) = Aie(X.Y) - 37 9(X.Y)

= Fie(¥, X) - 3.79(¥, X)

=9(Y,X)
(b) On a :

Gjl = g(eﬁ 6[)
= g(elaej)
= Glj-

(ii) On a par la proposition 1.5.0.2 :
1
V'R = §Vl§/

i.€.0n a : 1
V'R = §gnzV"<5” :
Ainsi on a par linéarité de V :
1
V"G = V" (an - §gn15” )
=0

Exemple 1.6.0.4: Composantes du tenseur d’Einstein dans les bases % et %,

(i) Les composantes du tenseur d’Einstein dans % et ¢ sont :
1
Gji = Rji = 583

On a donc la décomposition : .
4 =Gy da’ ® dz'.

(ii) Les composantes du tenseur d’Einstein dans %, et ¢ sont :
1
Gjy =Ryt = 50

On a donc la décomposition : '
G=G; 0’ 00"

=5
Gij:e ¢ JGZ'J‘.
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Théoreme 1.6.0.5: Valeur du tenseur d’Einstein

Soit 4,1 € {0,1,2,3} distincts.
(i) On a :
—U;—U
Gji==| 2 Upji = Wjdlp,j = Ui jUp + Up jup [€ 7
| p#J, |
Gﬂ =T Z Up,jl = Uj,lUp,j — Ui,jUp,l + Up,jUp,
| p#3,l ]
(ii) On a :
G Ll 2 o —2u; - Lo 1. - 2 —2uy,
Y [C@5)° = 5] €7 5 3 e | e + o Uk T 5 kR (kg = 2 p = k) + 1yt €
k+j
G = Lr o 2 .92 X 1o 1. . 9 2uj-2uy,
ii=3 [Cag3)" =55 ] +m5 35 e | g o + ok Uk (@b e = 2np = k) + e | €
k=j

Démonstration. (i) On a :

—uj—u
G =Ry =- [ Z Up,jl = UjlUp,j = UL jUp 1 + up,jup,l] e T
p*j,l

(ii) On a:
1
Gjj =Rjj = 5miR
= - ('&jij + 7:6?73- - ﬁj’jUjJ‘) 6_2uj - 77]' Z Nk (uka + Uj,k (ﬁk,k - uhk)) 6_2uk
k+j

1 N A2 N N 2\ o2y
* 50 >k (2uk,kk; + Uj p, — 2up g Uk + (Ukk) )6 F
%

= — (g5 + 05 =g 5u5) €2 =5 3 e (wgph + sk (G — ki) ) €72

k+j
1 N . . ~N2) -
* 37 >k (QUk,kk + U%k = 2up Uk g + (Ukk) ) e 21k
lotj
1 2% ~9 9 ~ N 2\ —2uy
* B ( Uj gy + 05 5 = 2u55055 + (U,5) )6
1, . . o1 . . . . 2 . B
=5 [C@)" =51 e+ Sy 3% e (2w + 3 5 — 2t + (inr)” = 2 = 20 (g — i) ) e
lezj
Lroo N2 221 —2u; . 1o 1. " ~2uy,
=5 [(Uj,j) - “j,j] e "+ Z Mk | Uk, kk — Wj kk + o Uk + o Uk k (ukk = 2up ) — 2uj,k) + Uj Uk | €
k%)
1 N 2 ~2 —ou. ~ 1 ) 1 ~ ~ —2ug
25 [(uj,j) - uj,j] e+ Z Nk | Wik, kk + §“k,k + §Uk,lc (Ujk,k - 2uk,k - Uj,k) T Uj pUE K | €

k+j

Exemple 1.6.0.6: Suite 9 de la métrique h

On reprend exemple avec la métrique h (voir 1.1.4.1, 1.1.5.1, 1.2.5.5, 1.2.6.3 , 1.2.6.5, 1.3.4.5
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, 1.3.5.4, 1.4.4.3 et 1.5.2.2) avec :

U@(t,T):: U(t,T) ul(th):: U(t,T)
ug(t,r) = b(t) +1n(r) ug(t,r,9) =0b(t) + In(r) + Insin(F)
On a :
1 o ) 1. . .
ij = [(UJ,J) JQJ] e . 7+ nj Z Nk I:ujk’kk ar §uz7k 2 §uk,k (Ujk,k — 2uk,k — Uj,k) ar uj,ku’ﬁkjl e L

k+j

e Cas j:=0.On a:

1. . . .
GOO :5 [(’U,O’O)z - U/ao] & Zuo

3 1, 1 A -
+7om1 | Uo1,11 + §U171 + §U1,1 (U01,1 -2uy1 - uo,l) +Up,1uU1,1 | €

—2u1

- | 1 -
~ ~2 ~ ~ —-2u
+nonz | Gog,22 + Sl g + Sliz (Tip2,2 — 2u22 —up2) + U 2u2 2| € 2

—2us3

- 1, A A 2
+ 7073 [ 403,33 + 5“373 + 5”3,3 (03,3 — 2u3,3 — u0,3) + Up3u3 3 €

1r,. ] . 9 _
=5 [(@+25)° - (@)° -2(8)"] e
= [—27’2 ¥ % ((u')2 * 27’72) 4 % (u' 3 27‘71) (27‘71 - 20 - u') 4+ u’v'] e
+r7 272
=b (21') + b) e 2u_pt (r_l - 21}') e 4272
e Cas j:=1.On a:

1., 51
Gu1 =5 [(t,0)* -7 ] e

_ 1 .
N ) N N —2u
+ 1170 | 410,00 + 5“0’0 + 5“0,0 (10,0 — 2ugp — u10) + uoUgo|e "0
—A 1 ~2 1 ~ ~ 2 ] _2u2

+min2 | u12,22 + §U272 + §U2,2 (u12,2 —2U22 — U1,2) tU12U22|€
[ 1 ~2 ~ ~ 92 ] —2ug

+ 7113 | U13,33 + §u3,3 + §U3,3 (U13,3 —2U33 — U1,3) +u13u3z|e

2 2 ) e
[2b+ (v) +2()) ;(m%)(zb—za_@)w@]e—zu
[b (24 3b) 2b] e 47t (20 + 77! ) e — e

e Cas j:=2.0n a:

1., R _
G22 :5 [(’UQ72)2 - U%Q] e 2uz

1. 1.

—A 2 ~ 1 —2u,
+ n2mo | 20,00 + S, + 50,0 (20,0 — 2up,0 — u2,0) + U2 0Upo | € 0

—A ]- ~D ]- A~ A~ 2 1 —2uq
+M2n1 |U21,11 + §u1,1 + §u1,1 (U21,1 — U1, — U2,1) tuz1uUi1|€

[ ~ 1 ~2 ~ ~ 2 ] —2us
+nmang | Uosg3 + SUg 3 + Slias (Ti23,3 — 2u3 3 —u2,3) +U23uz 3 e
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e Cas j:=3. Comme R33 = Rys, on a donc :
G33 = Gaa.

e On a : .
GOl = Gl() = ROl =2 (b (u' - 7'71) + 7“71’[)) e "7,

Donc les matrices Gj; et Gj; sont de la forme :

Goo Gor 0 0 Goo Go1 0
g = GlO Gll 0 0 Q.= GIO G11 0
]l - 0 0 GZQ O 9 jl - 0 O G22
0 0 0 Gss 0 0 0
avec :
Goo —b(2v+b) r‘l( Qv) v 4 220
Goo =b (21) + b) ( — % ) p2u=2v | =2 ,-2b+2u
Go1 2(b( )+r 10) e Y
Gor =2 (b(u' -7~ )+7’11))
G = [ (2u 3b) 2b] -1 (2u' + 7“_1) e 2V _p2e72
G = [b (24 - 3b) - Qb] 6_2“+2v +r7 (20 +r7) - P22

G33 = sin2 19G22

_[U+B+%((@)2+2(b)2)+%(@+2b) (@+b—2u—b)+ub]e‘2
+ [u" —r 24 % ((u')2 + 2r_2) + % (u' + 27“_1) (u' = 21}') + T_lv'] e

= [—i} ~b+(u-v)(v+b) - (6)2] e+ [u +u (W =0 ) =] e

e e e

G3s

Goo =Gg3 = [—i} ~b+(u-v) (0+b) - (b)2] e+ [u" +u (W =0 ) =] e

Gy =12 [—1')' —b+(4-1) (o+ b) - (b)2] e 2 4 p? [u” +u (u' -v' + 7"_1) - T_lv’] e
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Chapitre 2

Résolution pratique dans le cas des
métriques a symétrie sphérique

On étudie la métrique h traitée dans les exemples du chapitre précédent voir :

1.1.4.1, 1.1.5.1, 1.2.5.5, 1.2.6.3 , 1.2.6.5, 1.3.4.5 , 1.3.5.4, 1.4.4.3, 1.5.2.2, 1.6.0.6

h=e?tNdt @ dt - e* M dr @ dr - 1% (49 ® i + sin® ¥dyp @ dp)
=2t qt @ dt — 2B dr @ dr — r2e®*®pg
avec :
hq = dd¥ ® dd + sin? 9dp ® dyp

la métrique sur la 2-sphére unité en coordonnées sphériques (voir le point (2) de 'exemple 1.1.3.3).

On notera au choix :
(07 ]" 27 3) = (t7 r? 19’ ¢)

Suite & 'article d’Einstein [3], plusieurs résolutions de ’équation de la relativité générale ont été données
dans des cas particuliers, voici des références pour celles traitées dans ce chapitre :

e métrique de Schwarzshild : [1], [18], [19], [20]
e métrique de Reissner-Nordstrom : [7], [12], [13]
e métrique FLRW : [1], [5], [10], [14], [L5], [L6], [20], [21],

2.1 Résolution générale

2.1.1 Objets associés a la courbure

Pour les calculs, nous aurons besoin des symboles de Christoffel et des composantes du tenseur d’Einstein.

D’apres 'exemple 1.2.5.5, les symboles de Christoffel sont donnés par :

i u' 0 0 w2 g 0 0
o | e 0 0 1 0 v 0 0
P=lo 00 e 0 =0 0 e 0
0 0 0 r2bsin? Pe2b-2u 0 0 —rsin? Pe2b-2v
0 0 b 0 0 0 0 b
-1 -1
1—\2 — 0 (_)1 r 0 FS - 0 0 0 T
b r 0 0 0 O 0 cot
0 O 0 -—cosvsind b r 1 cotd 0
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D’apres I'exemple 1.6.0.6, les composantes non nulles du tenseur d’Einstein sont données par :

Dans les | Ggg = 6(21') + b) e 2 1 (r‘l - 211’) e
bases | Gy =2 (b (u’ - 7"_1) + 7'_11')) e uv

C et 6" | G = [b (211 - 3b) - 2()] e 2 4 pm1 (2u’ + r’l) e 2V _p2em2b

Goy =|-0-b+ (i—1) (0+ b) - (b)Z] et [u +u (W -0 ) = | e

Gsz =G

—2v + 7"_26_%

Dans les | Gog = *“Gop

bases = 6(21') + b) —p1 (r‘l - 221’) e2u=2v 4 p=2p-2b+2u
E et € G01 = 6u+UG01
2 (b (u' - 7’_1) + r_li))

G]l = €2UGll
=[b(2u - 3b) - 2b] €724+ 4 p71 (20 4 771) - p2em2F W
G22 = 7“2@22

=r? [—i} b+ (u-1) (1‘1 + b) - (b)Q] e 2 42 [u” +u (u' -v' + r‘l) - r’lv'] e v
Gs3 =12sin®9¥Gss
= —r?sin® ¥ [Qb +3 (b)2] 72 4 r2sin? 9 [u + (u/ + 771 (0 =) ] e

2.1.2 Forme du champ tensoriel Sj

Suivant 1'utilité que l'on fait des tenseurs, il est utile de monter ou descendre les indices (voir les sous-
sections 1.1.8 et 1.1.9). Les tenseurs ainsi obtenus sont reliés par des formules simples. On commence par
un exemple.

Exemple 2.1.2.1: Formes du tenseur énergie impulsion dans le cas d’un fluide parfait

Dans la littérature, on trouve comme exemple usuel de tenseur énergie impulsion, le tenseur énergie
impulsion dans le cas d’un fluide parfait en équilibre thermodynamique. On le trouve sous six formes
différentes équivalentes :

pc2 0 0 0 pctet 0 0 0
0 P 0 0 0 Pe? 0 0

Ti=lo o P o Tu=| o 0 2P 0
0 0 0 P 0 0 0 r2sin®?9P
pc> 0 0 0 pc2 0 0 0

, 0 -P 0 0 : 0O -P 0 0

J J _

1 = 0 0 -P 0 Ti = 0 0 -P 0
0O 0 0 -P 0o 0 0 -P
pc2 0 0 0 pcte™® 0 0 0

i |0 P 00 Tl 0 Pe? 0 0
0 0 P 0 0 0 r2p 0
0 0 0 P 0 0 0 7 2sin?9P

avec p la masse volumique du fluide et P la pression hydrostatique. Comme précisé avec la
notation T ou T et les indices, ces six tenseurs représentent le cas d’un fluide parfait dans le cas avec
ou sans tétrades et de type (2,0) ou (1,1) ou (0,2).
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Ces six tenseurs sont reliés par les formules standards (voir les résultats des sous-sections 1.1.8
et 1.1.9) :

T = W9T; T% = T}
TZ’ — U]]Tjj TV = n]]jr?
Tjj = 62ujTjj sz = T; Tjj = 672%’]1‘“

On remarque que dans le cas ol le tenseur T;; est diagonal, on a :
J _mJ
T = T L

cela ne sera plus vrai si Tj; n’est pas diagonale.
On préférera les tenseurs T et Tj; quand on utilisera ’équation d’Einstein et les tenseurs Tf et ’I[‘{
quand on utilisera 1’identité de Bianchi.

L’équation d’Einstein s’écrit :

Dans les bases %, et ¢ | Dans les bases ¢ et ¢~

Gy =Sy Gj1 = S;i

avec un second membre valant dans le cas avec constante cosmologique :

Dans les bases ¢, et ¢ | Dans les bases ¢ et ¢

Sjl = _A77jl + Kle Sjl = _Agjl + K;Sjl

On a posé :
81G

A

K=

Comme Gj; et Gj ne contiennent que deux termes non diagonaux non nuls qui sont égaux en positions
symétrique (j,1) := (0,1) et (4,1) := (1,0), on va regarder dans la suite de cette section, des tenseurs S;; et
S;i du type :

SO() S()l 0 0 aeQ“ fe“” 0 0
S' _ SlO Sll 0 0 n 56““’ 18621; 0 0
Tl o 0 Se o7 0 0 2y 0
0 0 0 Ss3 0 0 0 7r2sin®dy
SOO SOl 0 0 [0 6 0 O
S, _ Sio Si1 0 0| _[§& B 0 0
Tl o 0 Sy 0|70 0~ 0
0 0 0 Ss3 0 0 0 ~
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avec a(t,r), B(t,r),v(t,r),£(t,r) des fonctions des variables t et r. On a donc :

S) s 0 o0 a &0 0
§7 = glls., = So St 0 Of_ |- -8 0 0
l J 0 0 S2 0 0 0 - 0
0 0 0 Si 0 0 0 -y
S§ S? 0 0 a & 0 0
Si=mSi=g 0 sz oo 0 - o
0 0 0 S3 0 0 0 -y
On a matriciellement :
Dans les bases ¢, et ¢ Dans les bases ¢ et ¢*
Goo Gor 0 0 Soo Se1 0 O Goo Go1 0 0 Soo So1 O 0
0 0 Gy 0] ]O 0 S O 0 0 Gy O] O 0 S O
0 0 0 Gss 0 0 0 Sas3 0 0 0 Gss 0 0 0 Sss

Ce qui nous donne dans les deux cas, les quatre équations fondamentales suivantes :

(Eo = Goo = Seo) 6(21') + b) e 2u _pt (r’l - 21)’) eV 4272 _

(Eo1 : Go1 =So1) (b(u =r ) +rto)e v =¢
(Br © Gi1=Sq11) = [b (2& - 3b) - 2b] e 2u 4l (2u' " 7:1) e 2
(B2 : G2z =Sg) [

2.1.3 Utilisation de ’identité de Bianchi

D’apres la proposition 1.6.0.3, I'identité de Bianchi deux fois contractées donne quatre équations pour
1€{0,1,2,3} :

Vng =0.
Or par la proposition 1.2.5.2, on a :
Vng = ang + FjjkGéc - FkleZ;.

Donc on a :
VjG{ = 8]Gg + FjjkGrgC - Pklei: =0.

Par I’égalité :
J_qi
Gy =5
et par linéarité de V;, on en déduit les quatre égalités pour [ € {0,1,2,3} :

0=v,S] =8;S] + Y8 -T"*,;87

La proposition qui suit donne les deux égalités non triviales déduites de ces quatre égalités.
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Proposition 2.1.3.1: Application de 'identité de Bianchi

L’identité : '
Vng =0

est équivalente aux deux équations :
(By : VjS{)=0) : d—[f'+2(u'+r_1)£]e“_”+2b(o<+*y)—(u'a—v'5+2r_1fy)+i16=0
(Br : v;81=0) : [€+(0-2u-2b)¢]le™™ B —(a+B)u' +2r7 (v-8)=0

Démonstration. On a :
0=v;S] =9;S] +T9 ;.8 -T%;8]

On a quatre cas.

e Cas[:=0.0n a:

0=V,S) = 9;S) + 17,8k —1%y;87
= 00SY + 018) + 19080 + TV ;385 - 0185 — TV ;87
=q- [f' + (u' - v’) f] e+ (u + 0+ 2b) o - (u' +o'+ 27“_1)56“_” - va - (ua -8 - 267)
= - [5' +2 (u' + r_l) 5] e+ 2b (o + ) - (u'a -v'B+ 2r_1'y) +03

e Casl:=1.0n a:

0= VjS{ = @S{ + Fjij’f - FkljSi
= BOS? + 818% + FjjOS(f + ijls% - Pll()S(l) — Fj1jS;
= [{ +(o-u)E]e ™ =B - (u+d+ 2b) g — (u' + 0" + 27’71) B-0ge ™™ - (va-0v'pB- 2r71y)
= [f+(1')—211—2(.))5]6_”“}—ﬂ'—(a+[3)u'+2r_1 (v-08)

e Cas[:=2.0na:

0= Vjsg = 8]'8% + Fjjksé“ — Fk2j8£
= 1983 - 15,8’
= cot 1S3 — cot ¥S3
=0

e Cas[:=3.0na:

0= Vjsg = 8]8% + Fjij]§ — Fkng?;
= 1383 - IV, ’
= cot ¥S3 — cot ¥S3
=0

Les deux derniers cas sont donc triviaux.

O]
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2.1.4 Les six équations fondamentales
Les six équations fondamentales qui nous servirons tout au long de cette partie sont :

(Eo : Goo=Soo) : b(20+b)e > —r7" (r_l 2 ) e +r e P =a

(Eor : Go1 =So1) (b(w =7 ) +rto)e ™V =¢
(E1 : Gi1=Sn) : [b(20-3b)-2b]e ™ +r (20 +r7 ) e —r2e =5
(E2 : Gag =S92) [—v b+ (u-0) (0+ i)) - (6)2] e 2 4 [W +u' (u =0 +771) =] e =y
(By : VjS% =0) G- [5' +2 (u' + ril) 5] e+ 2b (o) - (u’a -v'B+ 27’717) +08=0
(Bi : V;81=0) : [€+(0-2a-2b)¢]le™™ -5 —(a+B)u' +2r 7 (v-B) =0

Les quatre premieres sont déduites de ’équation de la relativité générale et les deux dernieres sont dues aux
identités de Bianchi.

Les deux identités de Bianchi sont déduites de ’équation de la relativité générale mais a cause de leurs
importances dans les calculs on les considére comme deux équations fondamentales supplémentaires.

2.1.5 Cas ou G et S sont diagonaux

Par I"équation (Fp1), on a les équivalences :
(i) Gji et Sj; sont diagonaux ;
(i) £=0;
(i) rbu’ +0—b=0.
La derniere équation est un critere difficilement exploitable en général. On a tout de méme le résultat suivant
simple.

Proposition 2.1.5.1: Cas ou £ =0

On se place dans le cas :

(i) On a équivalence entre :
(a) u' =0 i.e. u est indépendante de 7;
(b) & =b;
(c) la fonction v se décompose en v(t,r) = b(t) + v (r).
(ii) Supposons que : .
b=0.

Alors © =0 i.e. v est indépendante de ¢.

Démonstration. (i) Par le point (iii) de I’équivalence citée avant la proposition et comme £ =0, on a :
rbu’ +0-b=0.

On a donc les équivalences entre :

e u' =0;
[ 1')—('):0;
o U =b.

Le dernier point est équivalent en intégrant a ’existence d’une fonction v, dépendant de r seulement
telle que :
v(t,r) =b(t) +v.(r).
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(ii) Supposons que : ‘
b=0.
Alors on a par le point (iii) de ’équivalence citée avant la proposition :
v=0
i.e. v est indépendante de t.

O]

Les deux cas étudiés dans cette proposition seront traités séparément, le premier dans la sous-section
suivante et le deuxieme, plus long, sera traité dans la section suivante.

2.1.6 Cas ou les fonctions u’ et £ sont nulles.

On se place dans le cas ou :

Donc il existe une constante c telle que :

Par le point (i) de la proposition 2.1.5.1, la fonction v est & variables séparées. On supposera que v s’écrit :

v(t,r) =b(t) +v(r).

Ainsi la métrique étudiée est du type :
h=c2dt®dt - e?® (eQU(r)dr ®dr +r? (d’l? ® dv + sin? ¥dp ® dcp))

Dans toute cette sous-section, on considére un tenseur énergie impulsion qui vérifie les six équations
fondamentales du type :

a(t,r) 0 0 0

S 0 B(t,r) 0 0

Tl o 0  Br) 0
0 0 0 Btr)

avec «, 3 des fonctions des variables ¢ et 7.

On a:
(B : v;89=0) : -p'=0
Ainsi 8 ne dépend pas de r, donc on a :
B(t,r) = B(1).

L’équation (Ep;) est triviale, les cinq équations fondamentales deviennent :

(B Goo=Sw) ¢ 82 () +r e [(20/ ) 411 =a
(E1 : Gi1=S11) —c? [25 +3 (6)2] e (e 1) =5

(B2 : Gap=Sp) : -2 [25 +3 (6)2] —r e o g

(Bo : V;85=0) : a+b(2a+38)+ (v -2r"1)5=0

(B1 : v;8{=0) : -p'=0
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Théoreme 2.1.6.1: Métrique généralisée

Il existe k € R telle que :

h=cdt ® dt - 2 (—Zdr ®dr + r2hg)

— KT
avec :
2
i\2 2 —2p _ QC
(b) + kc“e™ = 3
2
6+(b)2=—%(36+a)

Démonstration. On montre le résultat en trois étapes :
(1) e =1~k

2
(2) (b)2 + ke = %

. 2 02
(3) b+(b)" = -5 (38 +a)
(1) On donne deux méthodes.

(a) On a

0=5-p
=Gy - G2
=—c? [25 +3 (6)2] +r e (e 1) + 72 [25 +3 (5)2] Ly 220
— 7“_16_2b (T—1€—2v 4 Ule—2v _ 7‘_1)

Donc on a en posant g :=e 2" :

Ainsi g est solution de I’équation différentielle :
(E) : o =2r7 1y =—-2r71,

Les solutions homogenes sont engendrées par la fonction :

T —> exp (2 /1. t_ldt) = 2 2,

On a la solution particuliere constante :

r—1.

Donc il existe une constante réelle k telle que :
g=1- kr2.

Donc on a :
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(b) Par (E7), en séparant les variables r et ¢, on a :
e?? (,B +c72 [26 +3 (b)Q]) =2 (6721} - 1)
Ainsi il existe une constante k telle que :
P2 (6_2” - 1) =-k

t.e.on a :
2v _ 1

11— kr?
On obtient aussi une autre équation que 'on retrouve dans le point (3) :

e (ﬂ +c72 [26+ 3 (6)2]) = -k

e

t.e.on a :

2b + 3 (6)2 + ke = —Bc.

L’avantage de la deuxieme méthode est qu’elle n’utilise que ’équation (E}).

(2) Comme :
g = —2kr
on a:
a = Goo
=3¢? (6)2 +rt (20 - 7"_1) e 4 22
_ 302 (6)2+r_1e 2b (%r 2v 1,20 . 1)
= 3¢72 (b)2 + r_le_2b( g -—-r g+r 1)
=3¢72 (b)2 +pte720 (2kr -r 4+ kr+r 1)
= 3¢72 (b)2 +3ke 20
Donc on a :
b+ ke2e? = &5
T
(3) On a:

=2 (2b+3(b)") - ke
Donc on a les deux équations (la deuxieme est le point (ii)) :
2h+3 (b) +kc?e ™ = — B2
(5)? + ke = 2
3
Par différence de ces deux équations, on a donc :
b+ (b ) :——(36+a)
O

Dans le corollaire suivant, on donne les relations avec les notations usuelles utilisées dans le cas de la
métrique de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW).
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Corollaire 2.1.6.2: Autres versions

(i) Le facteur d’échelle est défini par :

Alors il existe k € R telle que :

h=c2dt®dt—a(t)2( dr®dr+r2h9)

1-kr2

avec

(d)2 k2 ac?
+ — =
a? 3

a

(ii) Le parametre d’Hubble est défini par :

La courbure spatiale est définie par :
K:=ket=2,

Alors on a :

2 K& ad
==

Femte C (38 +
- % a)

. J

Exemple 2.1.6.3: Exemple usuel

On reprend les notations de I’exemple 2.1.2.1. On se place dans le cas ou :

871G 8tG
a::c—2p—A s /BZC—4P+A

On a donc les équations de Friedmann-Lemaitre :

(242 e, s
2 3° 73
a e (P+pc)—§

a

2.2 Cas ou les fonctions b et ¢ sont nulles.

On se place dans le cas ou :
b=0 A £=0.

Par le point (ii) de la proposition 2.1.5.1, la fonction v est indépendante de la variable ¢ i.e. v s’écrit :

v(t,r) :=v(r).
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Ainsi la métrique étudiée est du type :
h=etNdt @ dt - e®dr @ dr - 1% (9 ® do +sin? 9dy ® dy)
= 2Nt @ dt — e2*Mdr ® dr - r2hq

On considere dans toute cette sous-section, un tenseur énergie impulsion du type général :

a(t,r) 0 0 0
s | o sen o 0
L I 0 ~(tr) 0

0 0 0 ~(t,r)

avec «, 3,7 des fonctions des variables t et r.
Par I’équation :
(Ey : Goo=Sgo) : r° [(21}' - 7"_1) e 2 4 7“_1] =«
et comme la partie gauche ne dépend que de r, on en déduit que « est indépendante de ¢ i.e.
a(t,r) =a(r).
L’équation (FEp1) est triviale, les cinq équations fondamentales deviennent :
q q €q
(E() : GQO = Soo) : 71 [(21), - 71) 6721} + 7‘71] =
(E1 2 G11=S11) : [(2u +7 1) ] 1]
(Eg @ Gag =Sg) : [ (u +r 1)( )] e =~
(Bo:vjsg:()) da-uvB+2rty=0
(By : v;81=0) : B ~(a+B)u'+2r"1 (y-8)=0
On pose :

A(r) = —/Ora(t)tht.

Exemple 2.2.0.1: Trois exemples simples

Tout au long de cette section, on traitera comme exemples trois cas usuels (voir ’exemple 2.1.2.1 pour
les notations). On supposera que les fonctions p(r) et P(r) sont indépendantes de t.

(1) Cas du fluide parfait. On est dans le cas ou (voir aussi ’exemple 2.1.2.1) :

kpc2 0 0 0 rpcte?? 0 0 0

s, | 0 wP 0 0 5. 0  wPe® 0 0

Tl o 0 kP O = 0 0  kr2P 0
0 0 0 kP 0 0 0  wrlsin®9P

On est donc dans le cas ou :
a:=kpc® , Bi=kP.

(2) Cas avec constante cosmologique. On est dans le cas ou :

-A 0 0 0 —Ae** 0 0 0
s |0 A OO S 0 Ae* 0 0
=0 0 A O il G 0 72A 0
0 0 0 A 0 0 0 r2sin®9A
On est donc dans le cas ou :
a=-A, B:=A
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(3) Cas du fluide parfait avec constante cosmologique. On est dans le cas ou :

Kkp—A 0 0 0
s .| 0 wP+A 0 0
S 0 kP+A 0

0 0 0 KkP+A

(kp—A) e 0 0 0
S 0 (kP +A)e? 0 0
S 0 0 2 (kP + A) 0

0 0 0 r2sin? 9 (kP + A)

On est donc dans le cas ou :
a=kp-A , B=kP+A.

A la fin de la section, on traitera un exemple plus compliqué avec une charge électrique.

2.2.1 Plan de la section

On traitera différents cas dans la section. Voici un plan succinct :

e Résolution générale. On ne suppose dans cette sous-section aucune hypotheése supplémentaire.

e Métrique extérieure. On suppose qu’il existe un réel R > 0 tel que pour tout r > R :

a(r) = =A(r)

et que la métrique est asymptotiquement plate i.e. on a :
lim g;; = n;.
r—00

On regarde donc ce qu’il se passe a ’extérieur d’une ”boule” de rayon R.

e Métrique intérieure. On garde les hypotheses de la métrique extérieure. On suppose de plus que « est
constante sur [0, R], que v = 3, que 3 est indépendante de ¢ et que [ est continue en 7 := R.

On regarde donc ce qu’il se passe a ’extérieur d’une ”boule” de rayon R.

e Cas ou (r) =0 pour r > R. On suppose les hypotheses du point d’avant en supposant que 8 (et donc
«) est nulle pour r > R.

e Exemple de la métrique Reissner—Nordstrom. On traite d’'un exemple plus long avec une charge
électrique.
2.2.2 Résolution générale

On commence par des résultats généraux sur les fonctions apparaissant dans ’équation de la relativité
générale.

Théoreme 2.2.2.1: Propriétés usuelles

(i) On a:
il
o
(ii) On a:
- rB+ A
" 2r(r - A)’
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(iii) On a :
P+ A

76
2r(r - A) '

B = (a+p)+2

Démonstration. (i) On a :

Goo=r"te” (21} - T‘_l) +r72
=2 (rv e 2 4 (1 - 6_2”))

:’)"_2 d

Lo

Par I’équation (Fp), on a donc :

3 (r (1 - e_zv)) = ar?

En intégrant, il existe une constante C telle que :
2 " 2
r(l-e?)= / a(t)r’de+C=A+C
0

7.e.0n a :

2 _1-Laso
T

on a donc :

2”:(1—A+0)_1

r

Pour calculer la valeur de C, on se place au voisinage de r := 0. On peut supposer que « est constante
de valeur aq sur ce voisinage de 0,. Donc on a dans ce voisinage de 0, :

3

T T
A %f de~ ag—
(r) , ot drmags

donc on a :
aor3/3+C agr? C
~1 - + —.
T 3 T

6—21] ~ 1 _

Ainsi pour éviter une singularité dans la métrique en 0., on prend :
C:=0.

Ainsi on a :

(ii) Comme :

on a par (Ep) :

=

| Il

&2

==
N
—~
[\
2\
+
=
—_
~
|
<
N

i.e. 0N a : )
u,_17"5+r* I B+ A

"2 1-% 2 2r(r-b)
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(iii) On donne deux preuves.

(1) On a par (By) :

B'=—(a+pB)u +2r7" (y-B)
B+ A -8

e GO

(2) On donne une autre preuve sans utiliser l'identité de Bianchi. En dérivant I’équation

(E1) + Gnu=g8
on a
d
g = EGH
= % (6_2” (2r_1u' + 7“_2) - 7“_2)

= (—4r‘1v’u' 22 =22 2 - 27‘_3) +2r73
=2 tem? (-20"u - i’ = v - 7“_2) +2r7?
_ 27,—1 [_6—21; (_un rulv - (uI)Z n T_l(u’ n U,) + 7,—2)

[ u'e”? (v' + u')] +2r73

=271 [e (u" —u v+ (W) (W =) = (2u' + 7“71) +r 2 - 7”7262’0) —ue? (v' + u')] +2r73

[
=2 [ (e Gr1 — €¥'Gop — 1 2e*") — e (v + )| + 2077
=9pL [B o r2 e (v' + u')] +2r73

+ 2ﬂ

=—2r N/ (v’ + u') e 2
”

= - (GQO + Gll) u’e_2v + 2—7 _ B
r

=—(a+B)d +27 b
rig+ A -8
—m(a+6)+2 .

Donc la métrique est de la forme :

A -1
h=e2“dt®dt—(1——) dr @ dr - r’hq

”
avec :
, B+ A
S 2r(r-A)’

Le point (iii) est une généralisation de 1’équation Tolman—Oppenheimer—Volkoff (appelée TOV).

Exemple 2.2.2.2: Suite 1 - deux exemples simples

On reprend les trois exemples de 2.2.0.1.

(1) Cas du fluide parfait. On est dans le cas ou :

a:=kpct |, B:=kP.
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Posons :

On a donc :

Ainsi par le théoreme 2.2.2.1, on a :

(i) On a:
2v _ (1 _ 2Gc7727‘r(r))
(ii) On a:
of - r3kP +2Gm(r)/c?
~ 2r(r - 2Gm(r)/c?)
_ 87GriP +2Gc*m(r)
©2¢2r(c2r - 2Gm(r))
(iii) On a:

, _87rGr3P+2G02m(r) ( 2, P)
T 2¢2r(c2r - 2Gm(r))

(iv) La métrique est de la forme :

3 2Gm(r)

2

=i
) d7“®d7“—7“2hg
cr

h = e dt @ dt - (1

(2) Cas avec constante cosmologique. On est dans le cas ot :
a=-A, B:=A.

On a donc :

Ainsi par le théoreme 2.2.2.1, on a :

(i) On a :
2\ 1

e = (1 + A_r)

3
(ii) On a:

o - r3A - Ar3/3
~2r(r - Ar3/3)
~ Ar
3 Ar2

Donc il existe une constante k telle que :
1 2
6= In|3-Ar‘|+k

Ainsi on a :
o2k -1

3

e

€2u
3
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(iii) La métrique est de la forme :
2k -1

P
3

2

Ar? A2\
" dt®dt—(1+?r) dr ® dr — r2hg

1- =
3

(3) Cas du fluide parfait avec constante cosmologique. On est dans le cas ou :
a=rkp—-AN , B:=rkP+A.

On a donc :

2Gm(r) A_fr3
c? 3

A(r) = for (/<ap62 -A) t2de =

Ainsi par le théoreme 2.2.2.1, on a :

(i) On a:
o (1 _26m(r)  Ar? )
- @iy 3 '
(ii) On a :
o - r3 (kP +A) +2Gm(r)/c* - Ar3/3
~ 2r(r - 2Gm(r)/c® + Ar3/3)
_ 247Gr*P + 6Gc*m(r) - Actr®
 2¢2r(3c2r - 6Gm(r) + Ac2r3)
(iii) On a :

P _247rG7“3P +6GcEm(r) - Actr? (pCQ . P) .
2¢2r(3c2r - 6Gm(r) + Ac?r3)

(iv) La métrique est de la forme :

2 Ar2\7!
h=e2“dt®dt—(1—GL(T)+?r) dr & dr - r*hg

c2r

2.2.3 Métrique extérieure

On fait deux hypotheses :

e il existe un réel R > 0 tel que :

Vr> R, a(r)=-p(r).
e la métrique est asymptotiquement plate i.e. on a :

lim g;; = ;.
T —>00

Théoreme 2.2.3.1: Forme de la métrique extérieure

On apourr> R :

A AL
h=c2(1——)dt®dt—(1——) dr @ dr - r’hg.
T T
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Démonstration. On a :

[an}
I

a(r) —o(r)

a(r) +B(r)

= Goo + G11

=rte (20 = ) w2 e (20 47 ) =72

=rle? (u' + v')

Donc on a v’ +v" = 0. Ainsi il existe une constante C telle que :
u+v=C

Comme l'espace temps est asymptotiquement plat, on a :

. 2u 2 2 . 2v
lime™ =gygg=cnoo=c" , lim-e" =g =m1=-1
r—>00 r—>00
i.e.0n a :
limu=Inc , limwv=0.
T7r—>00 7 —>00
Ainsi on a :

C=lim(u+v)=Inc
r—>00
On adoncu=Inc-wv et :

62u _ 62 Inc—2v

O

Exemple 2.2.3.2: Suite 2 - deux exemples simples

On reprend les exemples (1) et (3) de 2.2.2.2 du fluide parfait avec ou sans constante cosmologique
(voir aussi 2.1.2.1 et 2.2.0.1). On suppose pour les deux exemples qu'’il existe une constante R > 0

telle que :
| p(r) sir<R _ | P(r) sir<R
p(r).—{o sir>R. P(T)'_{O sir>R.

(a) La masse de ’objet central est définie par :
R 2
M :=m(R) = 47r[0 p(v)ede.

Ainsi pour tout r > R, on a :
m(r)=m(R) =M.
(b) Le rayon de Schwarzschild est défini par :

2GM
&

Ryi= A(R) = 25 m(R) =

On a donc : oG R
A(r) = c—zm(r) = Msm(r)

On traite les deux exemples.
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(1) On se place dans le cas ou :
o= nch , B=kP.

Grace a l'exemple (1) de 7?7, la métrique est de la forme :

-1
h:(l—&)dt®dt—(1—&) dr ® dr - rhg.

T r

(3) On se place dans le cas ou :
a:=rpc® =N , B:=rP+A.

Grace a l'exemple (3) de 7?7, la métrique est de la forme :

R, Ar? R, Ar2\"
h:(l——+TT)dt®dt—(1——+Tr) dr ® dr — r’hq.
T

Corollaire 2.2.3.3: Métrique statique

Pour r > R, la métrique h est statique.

Démonstration. Comme v est indépendante du temps et que :
u=In(c)-v
Ainsi u est indépendante de t. Donc la métrique h est statique pour r > R. O

Par (E1) et (E2), on voit aussi que 3 et v sont indépendantes de ¢ pour r > R.

2.2.4 Métrique intérieure

On suppose que :

e « est constante sur [0, R] i.e. il existe une constante o telle que sur [0, R], on ait o = ay. On suppose
que :

a=09< —

R2
la condition sur ag est due & la racine carrée \/3 — agr? apparaissant dans les résultats de cette sous-

section.

e v:=f, B indépendante de t et 5 est continue en r := R, on pose :
Br = 5(R—) = B(R+)'

e pour tout r > R, on a :
a(r) = -A(r).
cette condition nous permettra de raccorder la métrique intérieure avec la métrique extérieure.

Dans toute cette sous-section, on a donc :

) 0 0 0
0 B(r) 0 0
reR oSl 07 Be) o
0 0 0 B

a(r) 0 0 0

1 0 —a(r) 0 0

r> It Si 0 0 —a(r) 0

0 0 0 —a(r)
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On a donc sur [0, R] :

A(r)z[o apr’de
Oé()’l"3

3

Théoreme 2.2.4.1: Métrique intérieure

On apour r< R :

(3 (a0 + Br) V/3 - a0R2 - (a0 + 36r) V/3 - a0r2) dt@dt—

———dredr- T2hg.

4f2

— Oé07‘2

Démonstration. Par (B1) et comme v =, on a :

B

g+ f

Donc il existe une constante Cy telle que :

UZ—IH‘OJ()+B|+CL

On a
ag + 3 =Gy + Gy
_ 27“_16_2v (U,+’LL’)
A
=9r! (1——)(v’+u')
r
211 C‘JOT’2 (/+ r)
= - v +u
3
et :
re®t = rexp (u+In|ag + )

re' lag + A
=re" (27“_16_2” ‘v' + u")

= 2¢ete 2V ‘v' + u" >0

Donc par continuité de v" +u’, e € {1} tel que [v" +u'| = e(v" +u”). Avec U := e, on a donc :

reCl = 9pte=2v ‘v’ + u"

= 2eete ! (v' + u')

d
=2eu’ete ™ —get— (e

dr ( )
=2u'e"[1- aor? + 25a0r6u

3 3
2
2
—9e 1 2 Y 2200y
3 3

Donc U est solution de ’équation différentielle :

2
2
(E) : 28(1_0407" )y'+ 8Oéo?ﬂyzrecl
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On a:
3 3
o < ﬁ < 7“_2

i.e.on a 1 —ag/r?>0. Ainsi les solutions homogenes sont engendrées par la fonction :

T 2eapt/3 (1 9 ) apr?
—expl- [ —22 qe]zexp(=In(1- 3))=1/1- 22
r exp( /{; 25 (1 - 00e2/3) t) exp| 3 n(1-aor’/3) 3

On a la solution particuliere constante :

3ee“t
r— .
20&0
Donc il existe une constante Cy telle que :
3ee“ agr?
U= + O [1- =2
2040 3

Calculons les deux constantes C et Cs.
e Utilisation de (R-) = fr=6(R+). On a :

re = re® lag + Bl =er (apg+ B)U

l.e.o0n a :

e G (ap+B)U=¢
et donc en R_, on a :
e=¢ " (ap+B(R)) U(R)
= ¢ (a0 + Br) U(R)

C1 2
= e_Cl (Oé() + ,BR) (366 + CQ 1- OéoR )
20&0 3
2
= —38 (Oéo * ﬁR) + CQ (040 + 51%) 6_01 1- OloR
2a 3

7.e.0n a :

e (g + Br) o R?
= —CQ 1 - .

204() (Ozo + 3ﬁR) 3

e Utilisation de le continuité de la métrique en R. Comme :

goo(R-) = goo(R+)

o(-mE)-<(-42)

= goo(Ry)

= goo(R-)
_ e2u(R_)

on a :

=U(R.)?
3eet a0R2
20&0

2
_ (040 +BRr) OéoR2 oo R?
( Maras V13 TV )

_ 402 aO ( aORQ)
(Oéo +38g)*
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j.e.0n a :
Cy = iC(Oéo +30R)
20[()
et donc :
ee“t :Fc(cm +BR) L apR?
200 20 3
Ainsi on a :
oyt Br) [ aoR? c(ao+3Br) [, aor?
20&0 3 20[0 3 '
Ainsi on a :
2 R2 2 2
2u _ Qo QT
S %(3(040+5R) 3 — (a0 +3Br)\[/ 1~ 3 )
c?
Ve > (3 (a0 + Br) V3 - a0R2 - (a0 + 38r) V/3 - a0r2)
D’ou le résultat. O

Corollaire 2.2.4.2: Forme intégrale et valeur au centre de

(i) On a:
A= a (ao+35R) V3 -agr? - (ao+ Br) V3 - apR?
3(a0+ﬂR)\/3 agR? - (g +36BR) /3 - a0r2

(ii) On a :

B.:= lim B = (a0+3BR)\/_ (040+5R)\/3 OZORQ
< S0, 3(a0+ﬂR)\/3 aoR2 - (a0+3BR)\/_

Démonstration. On a :

ap+ B =ceCre

eu=¢30(a0+63) 1_a0R2 j:c(()zo+3,6’R) 1_0(@7”2.
2a0 3 2040 3

_ a0R2
3

eel = F¢ (ap + BRr)

Donc on a :

B=eee™ -
F2cap (ap + ORr) W
¥3c(a0+63)mic(ao+353)m
200 (ag + Br) V/3 - agR?
3(Oéo+5R)\/3 aoR? - (ao+3ﬂR)\/m
(a0+3[3’3)\/3 oor? - (a0+63)m
3 (a0 + Br) V3 - aoR2 - (ag + 38r) /3 - agr?

D’ou le résultat pour 5. en passant a la limite r — 0. O
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Exemple 2.2.4.3: Suite 3 - deux exemples simples

On reprend les exemples (1) et (3) de 2.2.3.2 du fluide parfait avec ou sans constante cosmologique
(voir aussi 2.1.2.1, 2.2.0.1 et 2.2.2.2). On suppose pour les deux exemples qu'’il existe une constante

R >0 telle que :
el F A Ol A
Ainsi on a :
Pr=P(R-)=P(R:)=0
On traite les deux exemples.
(1) On est dans le cas ou :
o= /<;,002 , B=kP.

On remarque que :

aR?  A(R) R,

3 R R
agr? a0R2 R5T2
3 3 R2 R3

(i) La métrique est de la forme :

2
2 R, 2R, PRy 2
:Z 3 1—5— ].—F dt@dt—(l—?) dT‘®d’l"—’l" hQ

(ii) On a:
m)2¢1 R [R3 —\/1- Rs/R
3\/1- R;/R-\/1- Rs2|R®
(iii) On a :
5 1-\/1-Rs/R
B¢ hm P= pg .
r—0, 1-Rs/R-

(3) On est dans le cas ou :
Q= /ipcz—A , B=rP+A.

On remarque que :

oo R? _ Ry AR?

3 R 3
agr? a0R2 R,r? 3 Ar?
3 3 B2 R® 3

On a donc :
_ B(R_) = B(R.) = A.

(i) La métrique est de la forme :

2
2 R, AR? r2R, Ar? Ry  Ar? ! 9
h:Z(S\/l—E T— 1- R3 +T dt@dt—(l— R3 +T) dredr-r hQ

(ii) On a :

5 \/1- Rsr2/R3+ Ar2[3 —\/1- Rs/R + AR?/3
3\/1- R/R+AR?[3-\/1- R2[R® + Ar2[3

= poc

(iii) On a :

o 1-y/1-Rs/R+AR?[3
B 5= hmP PoC .
=0+ 3y/1-Rs/R+AR2[3-1
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2.2.5 Cas ou f(r)=0 pour r >R

On se place dans les conditions de la sous-section précédente. On suppose de plus qu’on a deux tenseurs :

a 0 0 0 Aag 0 0 0
. g, |0 B0) 0 0 @ _| 0 wuBr)+d(r) 0 0
rERSTELe 00 sy o |0 S 0 uB(r) +6(r) 0
0 0 0 B(r 0 0 0 uB(r) +8(r)

0000 0000

w_[0000o] <@_loooo

PRSI g 0 0 of 0 B [0 0 0 0

0000 0000

avec g, A et u des constantes réelles et :

) o(r) sir<R
5(74)“{0 sir>R.

On suppose que Sﬁ) et S;?) sont solutions des cing équations fondamentales du début de la section.

On va vouloir ensuite étudier les limites newtoniennes des formules trouvées. On rappelle dans le cas
classique ce qu’est la limite newtonienne.

Exemple 2.2.5.1: Limite newtonienne

En limite newtonienne usuelle, on demande que :

(1) que la vitesse v du fluide soit tres petite devant la vitesse de la lumiere i.e.
v<<e

donc on a :

(2) que le rayon de Schwarzschild soit trés petit devant la position r et devant le rayon R i.e. on a :

_2GM

R
S 02

<<, R.

Dans le cas ou G :=:c=1, on a donc :

P<<p
m(r), M,Rs <<, R

Définition 2.2.5.2: Définition de la limite newtonienne

Soit un tenseur :

a0 0 0
g, |0 BC) 0 0
TTlo 0 B(r) 0

On dit qu’un tenseur Sj; vérifie la condition newtonienne s’il vérifie les conditions suivantes :

(i) on a :
aorg,a0R2 << 1.
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(ii) on a :
B << .

Proposition 2.2.5.3: Approximation newtonienne de (8

Soit un tenseur :
g 0 0 0

0 B(r) 0 0
0 0 B(r) 0
0o 0 0 B

Supposons que Sj;; vérifie les cinq équations fondamentales et qu’il vérifie la condition newtonienne.

Sjl =

(i) Alors on a :

(ii) Alors on a :

Démonstration. (i) Comme S(r) =0 pour r > R (et donc fr=0), on a :

_ g V3-agr? —\/3 - agR?
3\/3 —aoR? - \/3— or?
 1-ar?[3—\/1-agR?[3
B oz03\/1 —apR2[3 - /1 -apr?/3

(1-aor?/6) - (1 - agR?/6)
’ 2

B

2
[0
)

(ii) On a:
Be = lim B(r) ~ O“—gR2
¢ oo T2t

O

Exemple 2.2.5.4: Suite 4 - deux exemples simples

On reprend lexemple de 2.2.4.3 du fluide parfait sans constante cosmologique (voir
aussi 2.1.2.1, 2.2.0.1, 2.2.2.2 et 2.2.3.2). On suppose que :

8t 81G
Q= —5P0 51=c—4P-

On retrouve en approximation newtonienne les approximations standards :
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Proposition 2.2.5.5: Conditions pour avoir 2 TOV égaux

Supposons que Sg.ll) et S;l?) soient solutions des cing équations fondamentales.

(i) On a:

(3 p)F(R*)F(Ar?) + (1= 3u)F(r*) F(AR?) + 3(pu — 1) [F(R?)F(AR?) + F(r?)F (\r?)]
(3F(\R2?) - F(\2)) (3F(R?) - F(r2))

F(x):=+v(3-apx).

(ii) En approximation newtonienne, on a :

6:

avec !

[(3 i) ( + )\7“2) +(1-3p) (7“2 + )\RQ) +3(u-1)(1+ ) (7‘2 + R2)] )

%'ow

Démonstration. (i) Par le corollaire 2.2.4.2, on a deux formes intégrales pour g et ufg +4 :

\/3 agr? —\/3 - agR?
\/3 agR? /3 - agr?
(Fy) : puB+6=ag V3 - Aagr? - /3 - AagR?
3v/3 - AagR2? - \/3 - Aagr?

(F1) :

On en déduit en faisant (F») — p(F1) que :

5= V3 - Aagr? - /3 - AagR? N V3 -agr? —\/3 - agR?
3\/3 AagR? - /3 - Aagr? - 03\/3 agR? /3 - agr?
) (3 ) F(R)F(Ar?) + (1-3p)F(r?)F(AR?) +3(u— 1) [F(R?)F(AR?) + F(r*) F(Ar?)]
- (3F(AR2) — F(\2)) (3F(R2) - F(r2))
(ii) On a:

aor?, agR? << 1.

Donc on a pour z := 12, R?, \r?, AR? :
F(z)~ \/_(1—%)

Ainsi on a :

[(3-p) ( + )\’I“Q) +(1-3p) (r2 + )\RQ) +3(p—-1)(1+X) (7‘2 + R2)] .

o2
~ 20
24

Corollaire 2.2.5.6: Cas A:=-1 et p:=1

On se place dans le cas ot A:=-1 et p:=1.
(i) On a :
F(R*)F(-r®) - F(r*)F(-R?)
(3F(-R?) - F(-r?)) 3F(R?) - F(r?))

5:20(0

(ii) On se place en approximation newtonienne.
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(a) On a :
af 2 2
5%%(1% —r)~2B

(b) On a :

a 0 0 0 —ag 0 0 0

s [0 000 @ [0 000

it 1o o0 o0l % "o 000

0 000 0 00 0

Exemple 2.2.5.7: Suite 5 - deux exemples simples

On reprend l'exemple de 2.2.54 du fluide parfait sans constante cosmologique (voir
aussi 2.1.2.1, 2.2.0.1, 2.2.2.2, 2.2.3.2 et 2.2.4.3). On suppose que :

8rG &rG
Qg = 2/)07/8:: 4P'
c c
On se place dans le cas olt A:= -1 et p:=1.
(i) On a:
5o 287TG F(R?>)F(-r?) - F(r®>)F(-R?)
" & PBF(-R?) - F(-r2)) BF(R?) - F(r?))
avec :

F(x):=+/3-8rGpzx/c.

(ii) On se place en approximation newtonienne.

(a) On a :
2
0w~ ngg(RQ—TQ)mQP.
(b) On a:
0 0 0 0 ~#%py 0 0 0
so [ 0o o000 S@ o 0 000
"1 0 0 0 of » Cit 7 0 000
0 0 0 0 0 000

2.2.6 Exemple de la métrique Reissner—Nordstrom

On étudie dans cette sous-section la métrique de Reissner-Nordstrom. Elle correspond au champ gravi-
tationnel d’un corps chargé, non rotatif, a symétrie sphérique de masse M et charger q.

On commence par une proposition.

Proposition 2.2.6.1: Expression simple de « et

Supposons que pour tout r > R :

a(r)=-p(r)=vp + %.

Posons : 5
I/oR %1

3 R’

As = A(R) -
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On a pour r > R :

A 2 A, 2 !
h:c2(1——$-%+ﬂ)dt®dt—(1———ﬂ+ﬂ) dr ® dr — r2hg.

Démonstration. On a pour r > R :
A(r) = fo a(v)ede
Z-/Ra(t)tht-f- froz(t)tht
0 R

:A(R)+f V()‘Cth+[ V—;dt
R R v

R n +1/0r3 V1

(R) R 3 T
_ I/07’3 1%}
S 3 T
Ainsi on a :
1_é:1_é_uor2 "
r r 3 r2

O]

Le tenseur énergie-impulsion est déduit du tenseur électromagnétique. On suppose qu’il n’y a pas de
champ magnétique et que le champ électrique n’a qu’une composante radiale. On donne la définition du
tenseur énergie impulsion.

Définition 2.2.6.2: Définition du tenseur énergie impulsion

En coordonnées polaires sphériques, le tenseur énergie impulsion est définit par :
1 /1 , ~
Tj; == — (_nleikFZk - mijz'F]”)
po \4
avec :
0 E.Jle 0 0 0 -E;/ec 0 0
o Q _|-EfJe 0 0 0 j E./c 0 0 0
ET"47T507«2 L o ool =0 0 00
0 0 00 0 0 0 0

Le tenseur énergie-impulsion a alor une forme simple.

avec :
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Démonstration. Comme :
Fo O = FyoF'Y

on a :

1 . 4
“nF F* - leijiFkZ)

1
—MNjl (FmF01 + FloFlo) — i Fjo F™ - 77llch1Fk1)

po \4
1

1
= ™ (§nsz01F°1 —nnd;1Fo1 FO' — 77105j,0F01F01)

~ F01F01
Ho

1
(énjl - 1051 — Mod ',0)

On a deux cas.

(1) Cas j#1.On a:

Fo FO (1 )
T, = S0 - 8.1 — Mo
jl 10 2%1 M195,1 — M095,0
-0
(2) Cas j=10.Ona:
Fo  FO' (1
Top = — (—7700 ~10100,1 — ?7005j,0)
po  \2
F01F01
240
Fo  FO' (1
Ty = =2 (—7711 - n101,1 — 771051,0)
po  \2
~ F01F01
2410
Foi FO' (1
Tgg = 21— (—7722 —12102,1 — 772052,0)
o \2
F01F01
2410
Fo  FO' (1
Tas = — (57733 - 131031 — 773053,0)
~ F01F01
2410
Et comme 02€0M0 =1,on a:
Fo FO! _ B
2p0 2p0c?
__Ge?
" Admegctrt
_ )
=

O]
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On reprend les notations des exemples de ce chapitre (voir par exemple 2.1.2.1) avec :

kp(r) —A+®(r) sir<R

a(r)"{—zn% sir> R.
| kP(r)+A-®(r) sir<R
B(r)'_{A—% sir>R.

kP(r)+A+®(r) sir<R
() =9(r) ::{A+(3§ v sir>R.

Posons : )

QG

R: =~ "
Q" 4regct

Pour » > R, on a donc :

-1
. A% RE . A% R
h:(1—R———r+—Q)dt®dt—(1—£——r+—Q dr @ dr — r’hq

r 3 r2
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