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dans le cas des métriques diagonales

David Pigeon 1

23 mai 2023

Le présent texte se focalise exclusivement sur l’exploration d’une variété d’espace-temps (M,g), où la
métrique g est diagonale.

Au sein du premier chapitre, une étude comparative est entreprise pour évaluer deux méthodes distinctes
permettant de calculer avec précision les composantes des tenseurs classiques liés à la courbure, tels que le
tenseur de courbure, le tenseur de Riemann, le tenseur de Ricci et le tenseur d’Einstein.

La première approche adoptée est la méthode standard, qui s’appuie sur l’utilisation de la base de champs
de vecteurs (∂0, ∂1, ∂2, ∂3).

La seconde méthode, connue sous le nom de méthode des ”tétrades”, se distingue par l’utilisation d’une
base alternative (θ0, θ1, θ2, θ3), spécialement choisie pour orthonormaliser la métrique g et ainsi faciliter les
calculs et les interprétations géométriques.

On applique ces deux méthodes dans le contexte d’une métrique h spécifique, présentant des propriétés
diagonales et une symétrie sphérique. Cette métrique englobe les métriques connues telles que celles de
Schwarzschild, de Reissner-Nordström et de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker.

Le deuxième chapitre est dédié à la résolution de l’équation d’Einstein pour la métrique h en présence
d’un tenseur énergie-impulsion général. Les efforts se concentrent sur l’analyse et la résolution de l’équation
d’Einstein pour en déduire les premières propriétés des fonctions apparaissant dans la métrique.

Des exemples sont présentés pour illustrer l’application des résultats obtenus. Une attention particulière
est accordée à l’étude de la métrique de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker, qui est utilisée pour décrire
l’expansion de l’Univers dans le cadre de la cosmologie. Dans un second temps, une analyse plus détaillée
est consacrée aux métriques de Schwarzschild et de Reissner-Nordström, qui représentent respectivement les
solutions pour un objet massif non chargé et chargé dans un espace-temps courbé.

Enfin, des résultats généraux sont démontrés concernant la forme générale de la métrique dans ces cas
spécifiques.

1. Professeur agrégé en classes préparatoires et chargé de TD à l’université de Caen-Normandie.
Contact : david.pigeon@unicaen.fr

1



Calculs pratiques en relativité générale 2 David Pigeon
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2.1.4 Les six équations fondamentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
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Chapitre 1

Calculs des objets associés à la courbure
pour les métriques diagonales

1.1 Généralités et notations

On fixe pour toute la suite une variété différentiable M de dimension 4. On se donne un atlas maximal
sur M et on suppose en chaque point p de M donné une carte de M du type :

(U,φ ∶= (x0, x1, x2, x3))

avec p ∈ U sur laquelle on fera les calculs. On a donc un difféomorphisme φ ∶ U Ð→ φ(U) ⊂ R4 et donc pour
tout i ∈ {0,1,2,3}, on a une application infiniment différentiable :

xi ∶ U Ð→ R

appelée l’application coordonnées i-ème.
On note C∞(M) l’ensemble des fonctions f infiniment différentiables de M dans R (sur chaque carte U

la fonction f∣U ∶ U Ð→ R est telle que f ○ϕ−1 ∶ ϕ(U) ⊂ R4 Ð→ R soit infiniment différentiables au sens usuel).
Dans toute la suite, tous les objets considérés seront infiniment différentiables.

Pour simplifier la notation, nous utiliserons par la suite le symbole M à la place de U . Il sera ainsi
sous-entendu que nous travaillons dans une carte munie de coordonnées.

Des références pour les notions traitées dans ce chapitre sont :

[2], [6], [8], [9], [11], [17], [20].

1.1.1 Fibrés tangent et cotangent

On commence par définir la notion de vecteurs et d’espace tangent.

Définition 1.1.1.1: Espace tangent en un point

Soit p ∈M .

(i) Un vecteur en p de M est une fonction :

v ∶ C∞(M)Ð→ R

telle que pour tous f1, f2 ∈ C∞(M) et tous a, b ∈ R :

(a) v(af1 + bf2) = av(f1) + bv(f2) ;
(b) v(f1f2) = f1(p)v(f2) + f2(p)v(f1).

(ii) L’espace tangent TpM en p de M est défini comme l’ensemble des vecteurs en p de M .
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On remarque que si f ∶= a est constante sur M alors v(f) = 0 car on a par le point (i.b) :

v(1) = 2v(1)

i.e. v(1) = 0 et donc on a par le point (i.a) :

v(f) = v(a)
= av(1)
= 0

Notation 1.1.1.2: Notation pour l’espace tangent en un point

Soit p ∈M .

(1) On définit deux lois sur TpM . Pour tous v1, v2 ∈ TpM , tout a ∈ R et tout f ∈ C∞(M), on pose :

(a) (v1 + v2)(f) ∶= v1(f) + v2(f) ;
(b) v1(af) ∶= av1(f).

(2) L’élément ∂i,p ∶ C∞(M)Ð→ R est défini pour tout f ∈ C∞(M) par :

∂i,p(f) ∶=
∂

∂xi
(f ○ φ−1)

∣φ(p)
.

On a le résultat classique suivant.

Proposition 1.1.1.3: Structure d’espace vectoriel de TpM

(i) On a :
∂i,p ∈ TpM.

(ii) Les ∂i,p sont linéairement indépendants.

(iii) Soit p ∈ U . Le triplet (TpM,+, .) est un R-espace vectoriel de dimension 4 engendré par les ∂i,p
i.e. on a :

TpM = VectR (∂i,p) .

Démonstration. (i) Soit f1, f2 ∈ C∞(M) et a, b ∈ R. On a par linéarité de la dérivation, de la composition
à gauche et de l’évaluation :

∂i,p(af1 + bf2) =
∂

∂xi
((af1 + bf2) ○ φ−1)

∣φ(p)

= ∂

∂xi
(af1 ○ φ−1 + bf2 ○ φ−1)

∣φ(p)

= a ∂

∂xi
(f1 ○ φ−1)

∣φ(p)
+ b ∂

∂xi
(f2 ○ φ−1)

∣φ(p)

= a∂i,p(f1) + b∂i,p(f2)

Par la dérivation d’un produit, on a :

∂i,p(f1f2) =
∂

∂xi
((f1f2) ○ φ−1)

∣φ(p)

= ∂

∂xi
((f1 ○ φ−1)(f2 ○ φ−1))

∣φ(p)

= f1 (φ−1(φ(p))
∂

∂xi
(f2 ○ φ−1)

∣φ(p)
+ f2 (φ−1(φ(p))

∂

∂xi
(f1 ○ φ−1)

∣φ(p)

= f1(p)∂i,p(f2) + f2(p)∂i,p(f1)

Calculs pratiques en relativité générale 6 David Pigeon
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Donc on a :
∂i,p ∈ TpM.

(ii) Soit a0, a1, a2, a3 ∈ R tels que :
3

∑
i=0

ai∂i,p = 0

i.e. pour tout f ∈ C∞(M), on a :
3

∑
i=0

ai∂i,p(f) = 0.

Comme xj ∶M Ð→ R ∈ C∞(M), on a :

0 =
3

∑
i=0

ai∂i,p(xj)

=
3

∑
i=0

ai
∂

∂xi
(xj ○ φ−1)

∣φ(p)

=
3

∑
i=0

aiδij(φ−1(φ(p)))

=
3

∑
i=0

aiδij

= aj

Ainsi les ∂i,p sont linéairement indépendants.

(iii) Soit v ∈ TpM f ∈ C∞(M) et q ∈M . Posons :

F ∶= f ○ φ−1 ∶ R4 Ð→ R.

z ∶= (z0, z1, z2, z3) ∶= φ−1(q) y ∶= (y0, y1, y2, y3) ∶= φ−1(p).
Notons :

λ ∶= (λ0, λ1, λ2, λ3) ∶ [0,1] Ð→ R4

s z→ (1 − s)y + sz
le segment reliant y et z dans R4. Comme F est différentiable sur R4 et comme λ′ = z − y, on a par le
théorème fondamental de l’analyse et la dérivée d’une composée :

f(q) − f(p) = F (z) − F (y)
= F (λ(1)) − F (λ(0))
= [F (λ(s))]10

= ∫
1

0

d

ds
(F ○ λ) (s)ds

= ∫
1

0

3

∑
i=0

(λi)′ (s)∂iF (λ(s))ds

= ∫
1

0

3

∑
i=0

(zi − yi)∂iF ((1 − s)y + sz)ds

=
3

∑
i=0

(zi − yi)∫
1

0
∂iF ((1 − s)y + sz)ds

=
3

∑
i=0

(zi − yi)Gi(z)

=
3

∑
i=0

(xi ○ φ(q) − xi ○ φ(q))Gi(φ(q))
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avec :

Gi(z) ∶= ∫
1

0
∂iF ((1 − s)y + sz)ds.

Ainsi la fonction f est donnée par :

f ∶ q z→ f(p) +
3

∑
i=0

(xi ○ φ(q) − xi ○ φ(p))Gi(φ(q)).

Comme v est linéaire et nulle sur les constantes et en utilisant les lois vérifiées par v, on a en appliquant
v :

v(f) = v(f(p)) +
3

∑
i=0

v ((xi ○ φ(q) − xi ○ φ(p))Gi(φ(q)))

= v(f(p)) +
3

∑
i=0

(xi ○ φ(q) − xi ○ φ(p))q=pv (Gi(φ(p))) +
3

∑
i=0

Gi(φ(p))v(xi ○ φ − xi ○ φ(p))

=
3

∑
i=0

v(xi ○ φ)∂i,p(f)

En posant :
vi ∶= v(xi ○ φ)

on a donc :
v = vi∂i,p ∈ VectR (∂i,p) .

Définition 1.1.1.4: Fibrés tangent et contangent

(i) (a) Le fibré tangent de M est défini par :

TM ∶= ⋃
p∈M

{(p, v), v ∈ TpM}

= {(p, v), p ∈M ∧ v ∈ TpM}
il est muni naturellement d’une application projection :

π ∶ TM Ð→ M
(p, v) z→ p

(b) Un champ de vecteurs est une section de TM i.e. une application X ∶ M Ð→ TM telle
que π ○X = IdM .

(ii) (a) Soit p ∈ M . L’espace cotangent T ∗pM en p de M est défini comme le dual de TpM i.e.
on a :

T ∗pM ∶= (TpM)
∗ .

Les éléments de T ∗pM sont appelés covecteurs.

(b) Le fibré cotangent de M est défini par :

T ∗M ∶= ⋃
p∈M

{(p, ϕ), ϕ ∈ T ∗pM}

= {(p, ϕ), p ∈M ∧ ϕ ∈ T ∗pM}
il est muni naturellement d’une application projection :

π∗ ∶ T ∗M Ð→ M
(p, ϕ) z→ p

(c) Un champ de covecteurs ou 1-forme (différentielle) est une section de T ∗M i.e. une
application α ∶M Ð→ T ∗M telle que π∗ ○ α = IdM .
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Exemple 1.1.1.5: Fibrés tangent et contangent

(1) On note pour tout i ∈ {0,1,2,3}, la section :

∂i ∶ M Ð→ TM
p z→ (p, ∂i,p)

La famille C ∶= (∂0, ∂1, ∂2, ∂3) forme une base de champs de vecteurs i.e. pour tout p ∈ M ,
(∂0,p, ∂1,p, ∂2,p, ∂3,p) est une base de TpM .

(2) On note (dx0,p,dx1,p,dx2,p,dx3,p) la base duale de (∂0,p, ∂1,p, ∂2,p, ∂3,p) i.e. pour tout j ∈ {0,1,2,3}
on a une forme linéaire :

dxj,p ∶ TpM Ð→ R

telle que :
dxj,p (∂xi,p) = δji .

On note alors la section :
dxj ∶ M Ð→ T ∗M

p z→ (p,dxj,p)

La famille C ∗ ∶= (dx0,dx1,dx2,dx3) forme une base de champs de covecteurs i.e. pour tout p ∈M ,

(dx0,p,dx1,p,dx2,p,dx3,p) est une base de T ∗pM .

Dans toute la suite, on omettra par abus l’indice ”p”. Donc on confond dans les notations vecteurs et
champs de vecteurs, et covecteurs et champs de covecteurs. On aura donc par exemple :

dxj (∂i) = δji .

1.1.2 Le langage des tenseurs

Soit des R-espaces vectoriels E,F,E1, . . . ,Ek.
● On note :

Lk(E1 ×⋯ ×Ek, F )
l’ensemble des applications k-linéaires de E1 ×⋯ ×Ek dans F ;
● On note :

E∗ ∶=L (E,R)
l’espace dual de E et E∗∗ ∶= (E∗)∗ l’espace bidual de E. On a un isomorphisme canonique entre
E et son bidual E∗∗ donné par :

E Ð→ E∗∗

u z→ (ϕz→ ϕ(u))

On les identifie à partir de maintenant.

On fixe pour cette sous-section des bases B ∶= (e1, . . . , en) et B′ ∶= (f1, . . . , fm) sur E et F respectivement.
On note B∗ ∶= (e1, . . . , en) et B′∗ ∶= (f1, . . . , fm) les bases de E∗ et F ∗ respectivement déduites de B et B′

(on a ei(ej) = δij et f i(fj) = δij).

Définition 1.1.2.1: Produit tensoriel

Le produit tensoriel des espaces vectoriels E1, . . . ,Ek est défini par :

E1 ⊗⋯⊗Ek ∶=Lk(E∗1 ×⋯ ×E∗k ,R).

Les éléments de E1 ⊗⋯⊗Ek sont appelés tenseurs.
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Exemple 1.1.2.2: Exemples usuels

(1) Pour tout T ∈ E ⊗ F , on a une décomposition :

T =
n

∑
i=1

m

∑
j=1

Tijei ⊗ fj = Tijei ⊗ fj .

La deuxième égalité est la convention d’Einstein que nous adoptons à partir de maintenant.
On a donc :

T (ek, f l) = Tijei ⊗ fj(ek, f l) = Tijei(ek)fj(f l) = Tijδki δlj = Tkl.

(2) On a :
E ⊗E ∶=L2(E∗ ×E∗,R) , E ⊗E∗ ∶=L2(E∗ ×E,R)

Pour tous k, l ∈ N, on a par exemple :

E⊗(k+1) ∶= E⊗k ⊗E E⊗k ⊗E⊗l ∶= E⊗(k+l)

E⊗1 ∶=L (E∗,R) = E∗∗ = E (E⊗k)⊗l ∶= E⊗(kl)

E⊗0 ∶= R

On a un isomorphisme canonique (E∗)⊗k = (E⊗k)∗ qui nous permet d’identifier ces deux espaces
vectoriels.

On pose :
T k,lE ∶= E⊗k ⊗ (E∗)⊗l

On construit ainsi l’ensemble :
T E ∶= ⊕

k,l≥0

T k,lE.

● Les éléments de T kE ∶= T k,0E (avec k > 0) sont appelés tenseurs contravariants.

● Les éléments de T 0,lE (avec l > 0) tenseurs covariants.

● Les éléments de T k,lE (avec k, l > 0) tenseurs mixtes.

On construit de façon naturelle une loi + entre tenseurs de même type ainsi qu’une multiplication par
un scalaire. Ce qui fait du triplet (T E,+, ⋅) un R-espace vectoriel. Une tenseur T de type (k, l) admet une
unique décomposition du type :

T = T i1⋯ik
j1⋯jk

ei1 ⊗⋯⊗ eik ⊗ ej1 ⊗⋯⊗ ejl

On dira que c’est la décomposition de T dans les bases B et B∗.
On construit ci-dessous une opération de multiplication.

Définition 1.1.2.3: Produits de tenseurs

Soit x1, . . . , xk ∈ E et ψ1, . . . , ψk ∈ E∗. On a un élément :

x1 ⊗⋯⊗ xk ⊗ ψ1 ⊗⋯⊗ ψl ∈ T k,lE ∶= E⊗k ⊗ (E∗)⊗l

défini pour tous ϕ1, . . . , ϕk ∈ E∗ et y1, . . . , yl ∈ E par :

(x1 ⊗⋯⊗ xk ⊗ ψ1 ⊗⋯⊗ ψl) (ϕ1, . . . , ϕk, y1, . . . , yl) ∶=
k

∏
i=1

ϕi(xi) ×
l

∏
j=1

ψj(yj).

Ce produit se généralise par linéarité aux formes multilinéaires quelconque ainsi le produit S ⊗ T de
tenseurs d’ordre (k1, l1) et (k2, l2) est d’ordre (k1 + k2, l1 + l2).
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Exemple 1.1.2.4: Exemples simples de produits de tenseurs

(1) Le produit de x, y ∈ E est un élément x⊗ y ∈ E ⊗E =L2(E∗ ×E∗,R) défini par :

∀ϕ,ψ ∈ E∗, (x⊗ y)(ϕ,ψ) ∶= ϕ(x)ψ(y).

(2) Le produit de ϕ,ψ ∈ E∗ est un élément ϕ⊗ ψ ∈ E∗ ⊗E∗ =L2(E ×E,R) défini par :

∀x, y ∈ E, (ϕ⊗ ψ)(x, y) ∶= ϕ(x)ψ(y).

(3) Le produit de x ∈ E et ψ ∈ E∗ est un élément x⊗ ψ ∈ E ⊗E∗ =L2(E∗ ×E,R) défini par :

∀ϕ ∈ E∗,∀y ∈ E, (x⊗ ψ)(ϕ, y) ∶= ϕ(x)ψ(y).

Ces produits sont associatifs, non commutatifs et distributifs par rapport à +.
Le quadruplet (T E,+, ⋅,⊗) est ainsi une R-algèbre graduée.

On finit cette sous-section par la contraction de tenseur.

Définition 1.1.2.5: La contraction d’un tenseur

Soit un tenseur T ∶= x1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗xk ⊗ y1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ yl ∈ E⊗k ⊗ (E∗)⊗l d’ordre (k, l) avec k, l ≥ 1, i ∈ {1, . . . , k}
et j ∈ {1, . . . , l}. La contraction de T suivant les indices i et j est le tenseur :

[T ]ij = yj(xi)x1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ xi−1 ⊗ xi+1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ xk ⊗ y1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ yj−1 ⊗ yj+1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ yl

C’est un tenseur d’ordre (k − 1, l − 1).

Ces contractions sont associatives et distributives par rapport à +. On peut montrer qu’elles sont
indépendantes de la base choisie.

Exemple 1.1.2.6: La trace d’un tenseur de type (1,1)

Soit un tenseur T ∈ T 1
1 E de type (1,1). Comme

T 1
1 E = E ⊗E∗ =L (E)

alors T est vu aussi comme une application linéaire de E. Notons la décomposition dans la base B
et B∗ par :

T ∶= Ti
jei ⊗ ej .

La trace de T est définie par :
tr(T ) ∶= [T ]11.

On a donc :

tr(T ) = [T ]11
= Ti

je
j(ei)

= Ti
jδ

j
i

= Tj
j

Cette définition est donc la même que la définition standard de trace d’un endomorphisme. La trace
est indépendante de la base choisie.
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1.1.3 Champs tensoriels

On note T k,lM l’ensemble des champs tensoriels réels de M de type (k, l) i.e. l’ensemble des
champs A tels que en chaque point p ∈M , on ait un tenseur Ap de type (k, l). On a donc une application
k-linéaire :

Ap ∶ (TpM)k × (T ∗pM)
l Ð→ R

grâce à l’égalité :

T k,lTpM = (TpM)⊗k ⊗ (T ∗pM)
⊗l
.

On note alors T M l’ensemble des champs tensoriels de M i.e.

T M ∶= ⊔
k,l≥0

T k,lM.

Toutes les opérations définies sur les tenseurs dans la sous-section précédente s’étendent au champs ten-
soriels naturellement.

Exemple 1.1.3.1: Exemples de champs tensoriels

(1) Un champ scalaire est un champ tensoriel de type (0,0).
(2) Un champ de vecteurs est un champ tensoriel de type (1,0).
(3) Un champ de covecteurs ou 1-forme est un champ tensoriel de type (0,1).
(4) Une application linéaire de M dans M (i.e. pour tout p ∈M , on a une application linéaire de

TpM) peut-être vu comme un tenseur de type (1,1).

Définition 1.1.3.2: Exemples de champs tensoriels

Une métrique d’espace-temps (de signature (1,3)) est un champ tensoriel g de type (0,2) tel
que pour tout p ∈M :

(i) gp soit symétrique i.e. pour tous champs de vecteurs X et Y et tout p ∈M , on a :

gp(X(p), Y (p)) = gp(Y (p),X(p)).

(ii) gp soit non dégénérée i.e. pour tous champs de vecteurs X et Y et tout p ∈M , on a :

gp(X(p), Y (p)) = 0R Ô⇒ X(p) = 0TpM ∨ Y (p) = 0TpM .

(iii) gp soit de signature (1,3) i.e. il existe une base Bp de TpM telle que

M atBp(g) =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟
⎠

On dit alors que le couple (M,g) est une variété d’espace-temps ou variété lorentzienne de
signature (1,3).

On omettra par la suite la lettre ”p”. On dira par exemple que g est symétrique et on écrira au lieu de
gp(X(p), Y (p)) = gp(Y (p),X(p)) simplement :

g(X,Y ) = g(Y,X).
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CHAPITRE 1. CALCULS DES OBJETS ASSOCIÉS À LA COURBURE POUR LES MÉTRIQUES
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Exemple 1.1.3.3: Métriques à symétrie sphérique

(1) Métrique sur la 2-sphère unité. Considérons la 2-sphère unité de R3 :

S 2 ∶= {(x, y, z) ∈ R3, x2 + y2 + z2 = 1} .

Le changement de variables entre les coordonnées cartésiennes et sphériques est donné par :

f ∶ ]0, π[×[0,2π[ Ð→ S 2 ⊂ R3

(ϑ,φ) z→ (x, y, z) ∶= (sinϑ cosφ, sinϑ sinφ, cosϑ)

La matrice jacobienne du changement de variables vaut :

J ∶=
⎛
⎜⎜
⎝

∂x
∂ϑ

∂x
∂ϕ

∂y
∂ϑ

∂y
∂ϕ

∂z
∂ϑ

∂z
∂ϕ

⎞
⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

cosϑ cosφ − sinϑ sinφ
cosϑ sinφ sinϑ cosφ
− sinϑ 0

⎞
⎟
⎠
.

Notons :
δ ∶= dx⊗ dx + dy ⊗ dy + dz ⊗ dz

et hΩ ∶= f∗δ la métrique sur la 2-sphère unité déduite de δ par la paramétrisation f . Comme :

M at(∂x,∂y ,∂z)(δ) = I3 ∶=
⎛
⎜
⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎟
⎠

on a :

M at(∂φ,∂ψ)(hΩ) =
tJM at(∂x,∂y ,∂z)(δ)J
= tJI3J

= ( cosϑ cosφ cosϑ sinφ − sinϑ
− sinϑ sinφ sinϑ cosφ 0

)
⎛
⎜
⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

cosϑ cosφ − sinϑ sinφ
cosϑ sinφ sinϑ cosφ
− sinϑ 0

⎞
⎟
⎠

= (1 0
0 sin2 ϑ

)

Donc on a :
hΩ ∶= dϑ⊗ dϑ + sin2 ϑdφ⊗ dφ

(2) Passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées sphériques. La métrique η est
donnée dans la base C ∗ par :

η = dx0 ⊗ dx0 − dx1 ⊗ dx1 − dx2 ⊗ dx2 − dx3 ⊗ dx3.

Donc on a :

NC ∶=M atC (η) =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

Le changement de variables entre les coordonnées cartésiennes et sphériques est donné par :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x0 ∶= t
x1 ∶= r sinϑ cosφ
x2 ∶= r sinϑ sinφ
x3 ∶= r cosϑ
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La matrice jacobienne du changement de variables vaut :

J ∶=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

∂x0

∂t
∂x0

∂r
∂x0

∂ϑ
∂x0

∂ϕ
∂x1

∂t
∂x1

∂r
∂x1

∂ϑ
∂x1

∂ϕ
∂x2

∂t
∂x2

∂r
∂x2

∂ϑ
∂x2

∂ϕ
∂x3

∂t
∂x3

∂r
∂x3

∂ϑ
∂x3

∂ϕ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
0 sinϑ cosφ r cosϑ cosφ −r sinϑ sinφ
0 sinϑ sinφ r cosϑ sinφ r sinϑ cosφ
0 cosϑ −r sinϑ 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

Notons :
B ∶= (∂t, ∂r, ∂ϑ, ∂ϕ) , B∗ ∶= (∂t, ∂r, ∂ϑ, ∂ϕ)

Posons pour simplifier :

NB ∶=M atB(η) , c(ϑ) ∶= cosϑ , s(ϑ) ∶= sinϑ , c(ϕ) ∶= cosϕ , s(ϕ) ∶= sinϕ.

Par changement de base on a :

NB

=tJNC J

=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
0 s(ϑ)c(φ) s(ϑ)s(φ) c(ϑ)
0 rc(ϑ)c(φ) rc(ϑ)s(φ) −rs(ϑ)
0 −rs(ϑ)s(φ) rs(ϑ)c(φ) 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
0 s(ϑ)c(φ) rc(ϑ)c(φ) −rs(ϑ)s(φ)
0 s(ϑ)s(φ) rc(ϑ)s(φ) rs(ϑ)c(φ)
0 c(ϑ) −rs(ϑ) 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠

=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
0 −s(ϑ)c(φ) −s(ϑ)s(φ) −c(ϑ)
0 −rc(ϑ)c(φ) −rc(ϑ)s(φ) rs(ϑ)
0 rs(ϑ)s(φ) −rs(ϑ)c(φ) 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
0 s(ϑ)c(φ) rc(ϑ)c(φ) −rs(ϑ)s(φ)
0 s(ϑ)s(φ) rc(ϑ)s(φ) rs(ϑ)c(φ)
0 c(ϑ) −rs(ϑ) 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠

=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −r2 0
0 0 0 −r2 sin2 ϑ

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Donc on a :

η = dx0 ⊗ dx0 − dx1 ⊗ dx1 − dx2 ⊗ dx2 − dx3 ⊗ dx3

= dt⊗ dt − dr ⊗ dr − r2dϑ⊗ dϑ − r2 sin2 ϑdφ⊗ dφ

1.1.4 La métrique diagonale du texte

On rappelle ce qui a été défini.

● Une variété différentielle M de dimension 4.

● En chaque point p de M , on se donne une carte de M du type :

(U,φ ∶= (x0, x1, x2, x3))

sur laquelle on fera les calculs

● C ∶= (∂0, ∂1, ∂2, ∂3) la base de champs de vecteurs sur U associée aux coordonnées x ∶= (x0, x1, x2, x3) i.e.
on a :

∂i ∶=
∂

∂xi
.

● C ∗ ∶= (dx0,dx0,dx0,dx0) la base duale associée à C de champs de covecteurs i.e. on a :

dxi (∂j) = δij .
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On omet les ”p” dans les notations ainsi que le ”U”.

On se donne sur M une métrique g d’espace-temps (de signature (1,3)) qui soit en coordonnées locales
de la forme :

g = ηk (euk(x)dxk)⊗ (euk(x)dxk)

= ηke2uk(x)dxk ⊗ dxk

= e2u0(x)dx0 ⊗ dx0 − e2u1(x)dx1 ⊗ dx1 − e2u2(x)dx2 ⊗ dx2 − e2u3(x)dx3 ⊗ dx3

avec

ηk ∶= {
1 si k ∶= 0
−1 sinon.

, ηij ∶= δijηi , δij ∶= δij ∶= δij ∶= {
1 si i = j
0 sinon.

On note aussi :

● les composantes de g par :
gij ∶= g (∂i, ∂j) = ηije2ui(x)

● la métrique :

η = ηkdxk ⊗ dxk

= dx0 ⊗ dx0 − dx1 ⊗ dx1 − dx2 ⊗ dx2 − dx3 ⊗ dx3

et donc on a :
ηij ∶= η (∂i, ∂j) .

● les dérivées :

ui,k ∶= ∂kui ∶=
∂ui
∂xk

, ui,kl ∶= ∂2klui ∶=
∂2ui
∂xk∂xl

.

On omettra par la suite la variable ”x” dans les fonctions ui.

Exemple 1.1.4.1: Exemple de la métrique h

Dans tout ce texte, on prendra comme exemple la métrique diagonale h suivante :

h = e2u(t,r)dt⊗ dt − e2v(t,r)dr ⊗ dr − r2e2b(t) (dϑ⊗ dϑ + sin2 ϑdφ⊗ dφ)
= e2u(t,r)dt⊗ dt − e2v(t,r)dr ⊗ dr − r2e2b(t)hΩ

avec :
hΩ ∶= dϑ⊗ dϑ + sin2 ϑdφ⊗ dφ

la métrique sur la 2-sphère unité en coordonnées sphériques (voir le point (2) de l’exemple ??). On
est donc dans le cas où :

(x0, x1, x2, x3) ∶= (t, r, ϑ, ϕ).

et

u0(t, r) ∶= u(t, r)
u1(t, r) ∶= v(t, r)
u2(t, r) ∶= b(t) + ln(r)

u3(t, r, ϑ) ∶= b(t) + ln(r) + ln sin(ϑ)

On notera pour les indices ou exposants :

(0,1,2,3) ≡ (t, r, ϑ, ϕ)
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On notera les dérivées par rapport à t avec un point (par exemple u̇ et ü) et les dérivées par rapport
à r avec une apostrophe (par exemple u′ et u′′).
Cette métrique nous permettra de traiter deux cas usuels dans le prochain chapitre.

(a) Les métriques intérieure et extérieure de Schwarzschild (SCHW), et la métrique de
Reissner–Nordström (RN) qui correspondent au cas où :

b = 0.

(b) La métrique de Friedmann–Lemâıtre–Robertson–Walker (FLRW) qui correspond au cas
où :

u̇ = u′ = 0 , v(t, r) = v(r) + b(t).

1.1.5 Orthonormalisation

La base C n’est pas orthonormale pour g en générale i.e. on a en générale :

g(∂i, ∂j) = gij ≠ ηij .

On va construire une base orthonormale C⊥ ∶= (θ0, θ1, θ2, θ3) associée à C . Notons :

θk ∶= fk∂k.

On veut que :

ηk = g (θk, θk) = g (fk∂k, fk∂k) = (fk)
2
g (∂k, ∂k) = (fk)

2
gkk

i.e. on a donc :

fk =
√

ηk
gkk
= 1√
∣gkk∣

= e−uk

Ainsi on a :

θk = fk∂k =
1√
∣gkk∣

∂k = e−uk∂k (1.1.5.1)

On note C ∗
⊥
∶= (θ0, θ1, θ2, θ3) la base duale associée à C⊥ avec :

θk ∶= fkdxk.

On a donc :

1 = θk(θk) = fkdxk (fk∂k) = fkfkdxk (∂k) = fkfk
i.e. on a :

fk = (fk)
−1 = euk .

Ainsi on a :

θk = fkdxk = eukdxk. (1.1.5.2)

On a donc :

g = θ0 ⊗ θ0 − θ1 ⊗ θ1 − θ2 ⊗ θ2 − θ3 ⊗ θ3 = ηkθk ⊗ θk = ηijθi ⊗ θj .

Exemple 1.1.5.1: Suite 1 de la métrique h

On reprend l’exemple avec la métrique h (voir 1.1.4.1) avec :

u0(t, r) ∶= u(t, r) u1(t, r) ∶= v(t, r)
u2(t, r) ∶= b(t) + ln(r) u3(t, r, ϑ) ∶= b(t) + ln(r) + ln sin(ϑ)
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On note :
B⊥ ∶= (θ0, θ1, θ2, θ3) ∶= (θt, θr, θϑ, θϕ)

la base orthonormale associée à :

B ∶= (∂0, ∂1, ∂2, ∂3) ∶= (∂t, ∂r, ∂ϑ, ∂ϕ)

et
B∗
⊥
∶= (θ0, θ1, θ2, θ3) ∶= (θt, θr, θϑ, θϕ)

la base duale associée à B⊥. On a donc :

θt = θ0 = e−u∂t θr = θ1 = e−v∂t
θϑ = θ2 = r−1e−b∂ϑ θϕ = θ3 = r−1 sin−1 ϑe−b∂ϕ
θt = θ0 = eudt θr = θ1 = evdr
θϑ = θ2 = readϑ θϕ = θ3 = r sinϑeadϕ

Ainsi on a :
h = θt ⊗ θt − θr ⊗ θr − θϑ ⊗ θϑ − θϕ ⊗ θϕ.

1.1.6 Les bases E et E ∗

On note pour toute la suite :

● E ∶= (e0, e1, e2, e3) une base de champs de vecteurs sur M ;

● E ∗ ∶= (e0, e1, e2, e3) la base duale associée à E i.e. on a :

ei (ej) = δij .

Les bases E et E ∗ nous serviront à traiter le cas général. Posons :

ggij ∶= g (ei, ej)
i.e. on a :

g = ggijei ⊗ ej .
Il est à noter que contrairement à C et C⊥, la métrique g n’est pas diagonale dans E i.e. on peut avoir :

i ≠ j ∧ ggij ≠ 0.

1.1.7 Notations des tenseurs

Soit un champ tensoriel A de type (k, l). On note :

AAj1⋯jk
i1⋯il

∶= A (ej1 , . . . , ejk , ei1 , . . . , eil)
Aj1⋯jk

i1⋯il
∶= A (dxj1 , . . . ,dxjk , ∂i1 , . . . , ∂il)

Aj1⋯jk
i1⋯il

∶= A (θj1 , . . . , θjk , θi1 , . . . , θil)

On utilisera des lettres spécifiques suivant la base avec laquelle on calcule les composantes des champs
tensoriels. Voici un tableau qui explique la forme de lettres utilisées :

Champs Dans les bases Dans les bases Dans les bases
tensoriels E et E ∗ C et C ∗ C⊥ et C ∗

⊥

R, G , T , . . . RR, GG, TT, . . . R, G, T, . . . R, G, T, . . .
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Ainsi on a les décompositions :

A = AAj1⋯jk
i1⋯il

ej1 ⊗⋯⊗ ejk ⊗ ei1 ⊗⋯⊗ eil

A = Aj1⋯jk
i1⋯il

∂j1 ⊗⋯⊗ ∂jk ⊗ dxi1 ⊗⋯⊗ dxil

A = Aj1⋯jk
i1⋯il

θj1 ⊗⋯⊗ θjk ⊗ θi1 ⊗⋯⊗ θil

Proposition 1.1.7.1: Relations entre les composantes

On a :

Aj1⋯jk
i1⋯il

= exp(
l

∑
n=1

uin −
k

∑
n=1

ujn)Aj1⋯jk
i1⋯il

.

Démonstration. On a :

Aj1⋯jk
i1⋯il

∂j1 ⊗⋯⊗ ∂jk ⊗ dxi1 ⊗⋯⊗ dxil

=A
=Aj1⋯jk

i1⋯il
θj1 ⊗⋯⊗ θjk ⊗ θi1 ⊗⋯⊗ θil

=Aj1⋯jk
i1⋯il

e−uj1∂j1 ⊗⋯⊗ e−ujk∂jk ⊗ eui1dxi1 ⊗⋯⊗ euildxil

= exp(
l

∑
n=1

uin −
k

∑
n=1

ujn)Aj1⋯jk
i1⋯il

∂j1 ⊗⋯⊗ ∂jk ⊗ dxi1 ⊗⋯⊗ dxil

Ainsi par unicité de la décomposition de A dans les bases C et C ∗, on a :

Aj1⋯jk
i1⋯il

= exp(
l

∑
n=1

uin −
k

∑
n=1

ujn)Aj1⋯jk
i1⋯il

.

On donne dans l’exemple suivant, les principaux champs tensoriel étudié dans ce chapitre.

Exemple 1.1.7.2: Exemples usuels

(1) Le tenseur de courbure se décompose en :

R = RRi
jkl ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el

R = Ri
jkl ∂i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ dxl

R = Ri
jkl θi ⊗ θj ⊗ θk ⊗ θl

Ainsi on a par la proposition précédente 1.1.7.1 :

Ri
jkl = e−ui+uj+uk+ulRi

jkl.

(2) Le tenseur de Riemann se décompose en :

Rm = RRijkl e
i ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el

Rm = Rijkl dx
i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ dxl

Rm = Rijkl θ
i ⊗ θj ⊗ θk ⊗ θl

Ainsi on a par la proposition précédente 1.1.7.1 :

Rijkl = eui+uj+uk+ulRijkl.
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(3) Le tenseur de Ricci se décompose en :

Ric = RRjl e
j ⊗ el

Ric = Rjl dx
j ⊗ dxl

Ric = Rjl θ
j ⊗ θl

Ainsi on a par la proposition précédente 1.1.7.1 :

Rjl = euj+ulRjl.

(4) Le tenseur d’Einstein se décompose en :

G = GGjl e
j ⊗ el

G = Gjl dx
j ⊗ dxl

G = Gjl θ
j ⊗ θl

Ainsi on a par la proposition précédente 1.1.7.1 :

Gjl = euj+ulGjl.

1.1.8 Descendre les exposants avec le tenseur g

Dans cette sous-section, on définit une opération qui fait baisser les indices. On rappelle que :

g = ggijei ⊗ ej

avec :
ggij ∶= g (ei, ej) .

Exemple 1.1.8.1: Un calcul simple

Soit deux champs de vecteurs X ∶= Xkek et Y ∶= Y lel. Calculons g(X,Y ) avec la décomposition
donnée de g. On a :

g(X,Y ) = ggijei ⊗ ej (Xkek, Y
lel)

= ggijei (Xkek) ej (Y lel)
= ggijXkY lei (ek) ej (el)
= ggijXkY lδikδ

j
l

= ggklXkY l

Comme g est non dégénérée, on peut associer un isomorphisme naturel à g de TM vers T ∗M .

Définition 1.1.8.2: Rabaissement du i-ème exposant

L’isomorphisme musical plat associé à g est l’application ag définie par :

ag ∶ TM Ð→ T ∗M
X z→ Y z→ g(X,Y )

On notera aussi pour tout champ de vecteurs X :

X♭ ∶= ag(X).
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Notation 1.1.8.3: Notations usuelles

Soit un champ de vecteurs X ∶= XXiei. Posons :

XXi ∶=X♭(ei)

i.e. on a :
X♭ = XXie

i.

Comme :
ag(ei)(ej) = g(ei, ej) = ggij

on a :
ag(ei) = ggijej

et par linéarité, on a :

X♭ = ag(X)
= ag(XXiei)
= XXiag(ei)
= XXiggije

j .

Ainsi par unicité de la décomposition, on a :

XXj = XXiggij .

Matriciellement, on a :

G ∶=M atC ,C ∗(ag) =M atC (g) = (ggij)ij .

Exemple 1.1.8.4: Exemple de ag et de g dans les bases C et C⊥

(1) Dans C , on a :
gij = ηije−uj .

Ainsi on a :

M atC ,C ∗(ag) =M atC (g) =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

eu0 0 0 0
0 −eu1 0 0
0 0 −eu2 0
0 0 0 −eu3

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

(2) Dans C⊥, on a :

M atC⊥,C ∗⊥ (ag) =M atC⊥(g) =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

Définition 1.1.8.5: L’isomorphisme musical plat

Soit un champ tensoriel A de type (k, l) avec k ≥ 1 et n ∈ {1, . . . , k}. Le champ tensoriel n-
rabaissé de A est le champ tensoriel [A ]n de type (k−1, l+1) défini pour tous champs de covecteurs
α1, . . . , αn−1, αn+1, . . . , αk et tous champs de vecteurs X0, . . . ,Xl par :

[A ]n (α1, . . . , αn−1, αn+1, . . . , αk,X0, . . . ,Xl) ∶= g (X0,A (α1, . . . , αn−1, ●, αn+1, . . . , αk,X1, . . . ,Xl)) .
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On a alors la relation :

[A ]n (α1, . . . , αn−1, αn+1, . . . , αk,X0, . . . ,Xl) = ag (A (α1, . . . , αn−1, ●, αn+1, . . . , αk,X1, . . . ,Xl)) (X0) .

La proposition suivante montre pourquoi le mot ”rabaissé” a été utilisé.

Proposition 1.1.8.6: Rabaissement du n-ème exposant

Soit un champ tensoriel A de type (k, l) avec k ≥ 1 et n ∈ {1, . . . , k}. Posons :

AAj1⋯jk
i1⋯il

∶= A (ej1 , . . . , ejk , ei1 , . . . , eil)
AAj1⋯jn−1jn+1⋯jk

jni1⋯il
∶= [A ]n (ej1 , . . . , ejn−1 , ejn+1 , . . . , ejk , ejn , ei1 , . . . , eil)

Alors on a :
AAj1⋯jn−1jn+1⋯jk

jni1⋯il
= AAj1⋯jn−1mjn+1⋯jk

i1⋯il
ggmjn .

Démonstration. On a :

AAj1⋯jn−1jn+1⋯jk
jni1⋯il

= [A ]n (ej1 , . . . , ejn−1 , ejn+1 , . . . , ejk , ejn , ei1 , . . . , eil)
= g (ejn ,A (ej1 , . . . , ejn−1 , ●, ejn+1 , . . . , ejk , ei1 , . . . , eil))

= g (ejn ,AAj1⋯jn−1mjn+1⋯jk
i1⋯il

em)

= AAj1⋯jn−1mjn+1⋯jk
i1⋯il

g (ejn , em)
= AAj1⋯jn−1mjn+1⋯jk

i1⋯il
ggmjn

Comme g est diagonale dans les bases C et C⊥, on a donc le résultat suivant.

Corollaire 1.1.8.7: Rabaissement du n-ème exposant

Soit un champ tensoriel A de type (k, l). On a donc :

Aj1⋯jn−1jn+1⋯jk
jni1⋯il

= ηjne2ujnAj1⋯jk
i1⋯il

Aj1⋯jn−1jn+1⋯jk
jni1⋯il

= ηjnAj1⋯jk
i1⋯il

On voit donc que l’action définie fait baisser les exposants d’un champ tensoriel. On reprend les calculs
sur deux exemples simples.

Exemple 1.1.8.8: Deux exemples simples

(1) Soit un champ tensoriel A ∶= AAi
jei ⊗ ej de type (1,1). On note :

AAkl ∶= [A ]1 (ek, el)

i.e. on a :
[A ]1 = AAkl e

k ⊗ el.

Comme :
[A ]1 (X,Y ) = g (X,A (●, Y ))
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et

A (●, el) = AAi
je

j (el) ei
= AAi

jδ
j
l ei

= AAi
l ei

on a :

AAkl = [A ]1 (ek, el)
= g (ek,A (●, el))
= g (ek,AAi

l ei)
= AAi

lg (ek, ei)
= AAi

lggki

On a donc par exemple :

Akl = ηkiAi
l

= ηkAk
l

Akl = gkiAi
l

= gkkAk
l

= ηke2ukAk
l

(2) Soit un champ de vecteurs X ∶= XXiei i.e. X est un champ tensoriel de type (1,0). On note :

XXk ∶= [X]1 (ek)

i.e. on a :
X♭ = [X]1 = XXke

k

Ainsi on a :

XXk = [X]1 (ek)
= g (ek,X)
= g (ek,XXiei)
= XXig (ek, ei)
= XXiggki

On a donc par exemple :

Xk = Xiηki

= ηkXk

Xk = Xigki

= Xkgkk

= ηke2ukXk
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1.1.9 Monter les indices avec le tenseur g∗

Dans cette sous-section, on définit une opération qui cette fois-ci fait monter les indices.

Définition 1.1.9.1: L’isomorphisme musical dièse

L’isomorphisme musical dièse associé à g est l’application inverse a−1g de ag définie par :

a−1g ∶ T ∗M Ð→ TM

On notera aussi pour tout champ de covecteurs α :

α♯ ∶= a−1g (α).

Notation 1.1.9.2: Définition de a−1g et g∗

(1) On note :
ggij ∶= a−1g (ei)(ej)

On a donc :
a−1g (ei) = ggijej .

Comme :
a−1g ○ ag = IdTM , ag ○ a−1g = IdT ∗M

on a :

IdTM(ek) = ek
= δjkej

a−1g (ag(ek)) = a−1g (ggkiei)
= ggkia−1g (ei)
= ggkiggijej

D’où par unicité de la décomposition, on a :

ggkigg
ij = δjk.

(2) Soit un champ de covecteurs α ∶= ααie
i. Posons :

ααj ∶= α♯(ej)

i.e. on a :
α♯ = ααjej .

Comme :
a−1g (ei) = ggijej

on a par linéarité :

α♯ = a−1g (α)
= a−1g (ααie

i)
= ααia

−1
g (ei)

= ααigg
ijej .

Ainsi par unicité de la décomposition, on a :

ααj = ααigg
ij .
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(3) On associe à a−1g le tenseur g∗ de type (2,0) défini pour tous champs de covecteurs α ∶= ααie
i et

β ∶= ββjej par :
g∗(α,β) ∶= β(a−1g (α)).

On a donc :

g∗(ei, ej) = ej(a−1g (ei))
= ej(ggikek)
= ggikδjk
= ggij

et par bilinéarité :

g∗(α,β) = g∗(ααie
i, ββje

j)
= g∗(ei, ej)ααiββj

= ggijααiββj

= ααjββj

= ααiββ
i

avec :
ααiei ∶= α♯ , ββjej ∶= β♯.

Et donc on a :

g∗ = ggijei ⊗ ej

Matriciellement, on a :
G−1 =M atC ∗,C (a−1g ) =M atC ∗(g∗) = (ggij)ij .

Exemple 1.1.9.3: Exemple de a−1g et de g∗ dans les bases C ∗ et C ∗
⊥

(1) Dans C ∗, on a :

gkig
ij = δjk

gki = ηikeuk

Donc on a :
gij = ηije−uk .

Ainsi on a :

M atC ∗,C (a−1g ) =M atC ∗(g∗) =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

e−u0 0 0 0
0 −e−u1 0 0
0 0 −e−u2 0
0 0 0 −e−u3

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

(2) Dans C ∗
⊥
, on a :

gkig
ij = δjk

gki = ηki

Donc on a :
gij = ηij .
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Ainsi on a :

M atC ∗⊥ ,C⊥(a
−1
g ) =M atC ∗⊥ (g

∗) =M atC⊥(g) =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

Définition 1.1.9.4: Elévation du n-ème indice

Soit un champ tensoriel A de type (k, l) avec l ≥ 1 et n ∈ {1, . . . , l}. Le champ tensoriel n-élevé de
A est le champ tensoriel [A ]n de type (k+1, l−1) défini pour tous champs de covecteurs α0, α1, . . . , αk

et tous champs de vecteurs X1, . . . ,Xn−1,Xn+1, . . . ,Xl par :

[A ]n (α0, . . . , αk,X1, . . . ,Xn−1,Xn+1, . . . ,Xl) ∶= g∗ (α0,A (α1, . . . , αk,X1 . . . ,Xn−1, ●,Xn+1, . . . ,Xl)) .

Les deux notions sont alors reliées par :

[A ]n (α1, . . . , αk,X1, . . . ,Xn−1,Xn+1, . . . ,Xl) = a−1g (A (α1, . . . , αk,X1 . . . ,Xn−1, ●,Xn+1, . . . ,Xl)) (α0) .

La proposition suivante montre pourquoi le mot ”élevé” a été utilisé.

Proposition 1.1.9.5: Élévation du n-ème indice

Soit un champ tensoriel A de type (k, l) et n ∈ {1, . . . , l}. Posons :

AAj1⋯jk
i1⋯il

∶= A (ej1 , . . . , ejk , ei1 , . . . , eil)
AAinj1⋯jk

i1⋯in−1in+1⋯il
∶= [A ]n (ein , ej1 , . . . , ejk , ei1 , . . . , ein−1 , ein+1 , . . . , eil)

Alors on a :
AAinj1⋯jk

i1⋯in−1in+1⋯il
= AAj1⋯jk

i1⋯in−1min+1⋯il
ggmin .

Démonstration. On a :

AAinj1⋯jk
i1⋯in−1in+1⋯il

= [A ]n (ein , ej1 , . . . , ejk , ei1 , . . . , ein−1 , ein+1 , . . . , eil)
= g∗ (ein ,A (ej1 , . . . , ejk , ei1 , . . . , ein−1 , ●, ein+1 , . . . , eil))

= g∗ (ein ,AAj1⋯jk
i1⋯in−1min+1⋯il

em)

= AAj1⋯jk
i1⋯in−1min+1⋯il

g∗ (ein , em)
= AAj1⋯jk

i1⋯in−1min+1⋯il
ggmin

Comme g∗ est diagonale dans C ∗ et C ∗
⊥
, on a donc le résultat suivant.

Corollaire 1.1.9.6: Elévation du i-ème indice

Soit un champ tensoriel A de type (k, l) avec l ≥ 1. On a donc :

Ainj1⋯jk
i1⋯in−1in+1⋯il

= Aj1⋯jk
i1⋯il

ηine
−2uin

Ainj1⋯jk
i1⋯in−1in+1⋯il

= Aj1⋯jk
i1⋯il

ηine
−2uin

On voit donc que l’action définie fait élever les indices d’un champ tensoriel. On reprend les calculs sur
deux exemples simples.
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Exemple 1.1.9.7: Deux exemples simples

(1) Soit A ∶= AAi
jei ⊗ ej un champ tensoriel de type (1,1). On note :

AAkl ∶= [A ]1 (ek, el) .

Comme :

[A ]1 (α,β) = g∗ (α,A (β, ●))
A (el, ●) = AAi

jei (el) ej

= AAi
jδ

l
ie

j

= AAl
j e

j

on a :

AAkl = [A ]1 (ek, el)
= g∗ (ek,A (el, ●))
= g∗ (ek,AAl

j e
j)

= AAl
jg
∗ (ek, ej)

= AAl
jgg

kj

On a donc par exemple :

Akl = ηkjAl
j

= ηkAl
k

Akl = gkjAl
j

= ηke−2ukAl
k

(2) Soit un champ de covecteurs α ∶= ααie
i i.e. α est un tenseur de type (0,1). On note :

ααk ∶= [α]1 (ek)

i.e. on a :
α♯ = [α]1 = ααkek

Ainsi on a :

ααk = [α]1 (ek)
= g∗ (ek, α)
= g∗ (ek, ααie

i)
= ααig

∗ (ek, ei)
= ααigg

ki

On a donc par exemple :

αk = αiη
ki

= ηkkαk

αk = αig
ki

= αkg
kk

= ηkke−2ukαk

Calculs pratiques en relativité générale 26 David Pigeon
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1.2 Connexions associées à la courbure

1.2.1 Dérivée et crochet de Lie

On commence par rappeler la définition de la dérivée de Lie et du crochet de Lie suivant un champ vec-
toriel. Ils sont utiles pour définir la connexion de Levi-Civita. On se limite à la dérivée de champs scalaire.
Par la définition du vecteur tangent (voir 1.1.1.1), on a défini l’objet ”X(f)”, que l’on peut voir comme une
action de X sur f , c’est ce que l’on appelle aussi la dérivée de Lie de f suivant X.

Définition 1.2.1.1: Dérivée de Lie

Soit un champ de vecteurs X ∶= Xj∂j et une champ scalaire f . La dérivée de Lie suivant X est
définie par :

X(f) ∶=Xi∂i(f).

Remarque 1.2.1.2: Remarque sur la dérivée de Lie

On peut étendre la définition de la dérivée de Lie suivant X à ΩM (l’algèbre des formes différentielles
sur M) comme l’unique application linéaire :

LX ∶ ΩM → ΩM

telle que :

(i) pour tout champ scalaire f , on ait :

LX(f) ∶=X(f) ∶= df (X) ;

(ii) LX soit une dérivation de l’algèbre ΩM , i.e. :

∀α,β ∈ ΩM, LX(α ∧ β) =LX(α) ∧ β + α ∧LX(β);

(iii) les applications LX et d commutent.

On ne se servira dans la suite que de la définition sur les champs scalaires.

Lemme 1.2.1.3: Autre expression de la dérivée de Lie

Soit un champ de vecteurs X. On a
X(f) = df (X) .

Démonstration. Comme :

df = ∂i(f)dxi

on a directement :

df (X) = df (Xj∂j)
=Xjdf (∂j)
=Xj∂i(f)dxi (∂j)
=Xj∂i(f)δij
=Xi∂i(f)
=X(f)
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On en déduit alors la définition du crochet de Lie.

Définition 1.2.1.4: Crochet de Lie

Soit deux champs de vecteurs X et Y . Le crochet de Lie de X et Y est l’application [X,Y ] qui à
tout champs scalaire f associe le champs scalaire :

[X,Y ](f) ∶=X(Y (f)) − Y (X(f)).

On a en particulier par le théorème de Schwartz :

[∂i, ∂j] (f) = ∂i (∂j(f)) − ∂j (∂i(f))
= ∂i,j(f) − ∂j,i(f)
= 0

i.e. on a :
[∂i, ∂j] = 0. (1.2.1.1)

Lemme 1.2.1.5: Descriptions locales

Soit deux champs de vecteurs X et Y et un champ scalaire f .

(i) On a :
Y (X(f)) = Y j∂jX

i∂if + Y jXi∂2jif

(ii) On a :
[X,Y ](f) = (Xj∂jY

i − Y j∂jX
i)∂if.

Démonstration. (i) Comme :
X(f) =Xi∂if

on a :

Y (X(f)) = Y j∂j (Xi∂if)
= Y j∂jX

i∂if + Y jXi∂2jif

(ii) Comme :
∂2jif − ∂2ijf = 0

on a :

[X,Y ](f) =X(Y (f)) − Y (X(f))
=Xj∂jY

i∂if +XjY i∂2jif − Y j∂jX
i∂if − Y jXi∂2jif

= (Xj∂jY
i − Y j∂jX

i)∂if +XjY i (∂2jif − ∂2ijf)
= (Xj∂jY

i − Y j∂jX
i)∂if

On finit avec l’identité de Jacobi.

Proposition 1.2.1.6: Identité de Jacobi

Soit trois champs de vecteurs X, Y et Z. On a :

[X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.
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Démonstration. On a :

[X, [Y,Z]](f) =X((Y Z −ZY )(f)) − (Y Z −ZY )(X(f))
=X(Y (Z(f))) −X(Z(Y (f))) − Y (Z(X(f))) +Z(Y (X(f)))

En supprimant les parenthèses et les f , on a en permutant les variables X, Y et Z :

[X, [Y,Z]] =XY Z −XZY − Y ZX +ZY X
[Y, [Z,X]] = Y ZX − Y XZ −ZXY +XZY
[Z, [X,Y ]] = ZXY −ZY X −XY Z + Y XZ

Ainsi en sommant les trois équations, on a :

[X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

1.2.2 Connexion de Levi-Civita

On commence par une définition simplifiée de connexion qui met en avant les deux propriétés essentielles
qui nous serviront dans les calculs.

Définition 1.2.2.1: Connexion de Koszul

Une connexion ∇ est une application linéaire qui à tous champs de vecteurs X et Y associe un
champ de vecteurs ∇XY vérifiant les deux propriétés suivantes :

(i) (Linéarité en X) Pour tout champ scalaire f et pour tous champs de vecteurs X et Y , on a :

∇fXY = f∇XY.

(ii) (Règle de Leibniz) Pour tout champ scalaire f et pour tous champs de vecteurs X et Y , on
a :

∇X(fY ) = df(X)Y + f∇XY = df(X)Y +∇fXY.

On définit alors la connexion de Levi-Civita comme l’unique connexion sans torsion et g-parallèle.

Proposition 1.2.2.2: La connexion associée à g

La connexion de Levi-Civita est l’unique connexion ∇ sur TM telle que :

(i) ∇ est sans torsion i.e. pour tous champs de vecteurs X et Y on a :

∇XY −∇YX = [X,Y ]

(ii) g est parallèle i.e. pour tous champs de vecteurs X, Y et Z, on a :

Z (g(X,Y )) = g(∇ZX,Y ) + g(X,∇ZY ).

Démonstration. On fait un raisonnement par analyse synthèse.

● Analyse-Unicité. Soit deux champs de vecteurs X et Y surM . Comme la métrique g est une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée, il suffit pour calculer ∇XY d’avoir une expression de 2g(∇XY,Z)
pour tout champ de vecteurs Z. Par bilinéarité et symétrie de g, on a pour tout champ de vecteurs
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Z :

2g(∇XY,Z) =g(2∇XY,Z)
=g(∇XY,Z) + g(∇XZ,Y ) + g(∇Y Z,X) + g(∇YX,Z) − g(∇ZX,Y ) − g(∇ZY,X)
+ g(∇XY −∇YX,Z) + g(∇ZX −∇XZ,Y ) − g(∇Y Z −∇ZY,X)
=g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ) + g(∇Y Z,X) + g(Z,∇YX) − g(∇ZX,Y ) − g(X,∇ZY )
+ g([X,Y ], Z) + g([Z,X], Y ) − g([Y,Z],X)
=X(g(Y,Z)) + Y (g(Z,X)) −Z(g(X,Y )) + g([X,Y ], Z) + g([Z,X], Y ) − g([Y,Z],X)

Ainsi la valeur ∇XY est uniquement déterminée.
● Synthèse-Existence. Pour tous champs de vecteurs X et Y , on définit par ∇XY comme l’unique
champ de vecteurs sur M tel que pour tout champ de vecteur Z, on ait :

2g(∇XY,Z) =X(g(Y,Z)) + Y (g(Z,X)) −Z(g(X,Y )) + g([X,Y ], Z) + g([Z,X], Y ) − g([Y,Z],X).

Montrons que ∇ est bien une connexion sur M . On a pour tout champ de vecteurs Z :

(i) On a pour tout champ de vecteurs Z et tout champ scalaire f ∈ C p(X,R) :

2g(∇X(fY ), Z) =X(g(fY,Z)) + (fY )(g(Z,X)) −Z(g(X,fY ))
+ g([X,fY ], Z) + g([Z,X], fY ) − g([fY,Z],X)
=df(X).g(Y,Z) − df(Z).g(X,Y ) + df(X).g(Y,Z)
+ df(Z).g(X,Y ) + f.2g(∇XY,Z)
=2g(df(X).Y + f∇XY,Z)

et on a :

2g(∇fXY,Z) =(fX)(g(Y,Z)) + Y (g(Z, fX)) −Z(g(fX,Y ))
+ g([fX,Y ], Z) + g([Z, fX], Y ) − g([Y,Z], fX)
=df(Y ).g(Z,X) − df(Z).g(X,Y ) − df(Y ).g(X,Z)
+ df(Z).g(X,Y ) + f.2g(∇XY,Z)
=2g(f∇XY,Z).

D’où le résultat par dégénérescence de g.

(ii) Montrons que ∇ est sans torsion. On a pour tout champ de vecteurs Z :

2g(∇XY −∇YX,Z) =X(g(Y,Z)) + Y (g(Z,X)) −Z(g(X,Y )) + g([X,Y ], Z)
+ g([Z,X], Y ) − g([Y,Z],X) − Y (g(X,Z)) −X(g(Z,Y ))
+Z(g(Y,X)) − g([Y,X], Z) − g([Z,Y ],X) + g([X,Z], Y )
=2g([X,Y ], Z).

D’où le résultat par dégénérescence de g.

(iii) Montrons que g est parallèle pour ∇. On a pour tout champ de vecteurs Z :

2g(∇XY,Z) + 2g(Y,∇XZ) =X(g(Y,Z)) + Y (g(Z,X)) −Z(g(X,Y )) + g([X,Y ], Z)
+ g([Z,X], Y ) − g([Y,Z],X) +X(g(Z,Y )) +Z(g(Y,X))
− Y (g(X,Z)) + g([X,Z], Y ) + g([Y,X], Z) − g([Z,Y ],X)
=2X(g(Y,Z)).

D’où le résultat par dégénérescence de g.

Ainsi ∇ est l’unique connexion de Koszul vérifiant le théorème.
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On a donc montrer que ∇ vérifie :

2g(∇XY,Z) =X (g(Y,Z)) + Y (g(Z,X)) −Z (g(X,Y )) + g([X,Y ], Z) + g([Z,X], Y ) − g([Y,Z],X).

On étend la définition de la connexion à des champs tensoriels quelconques. Pour cela on définit l’action
de ∇ sur les 1-formes et vis à vis des deux opérations + et ⊗.

Définition 1.2.2.3: Connexion sur les tenseurs

Soit un champ scalaire f , deux champs tensoriels A et B, deux champs de vecteurs X et Y et un
champ de covecteurs α.

(i) On note :
∇Xf ∶=X (f) .

(ii) On note :
(∇Xα) (Y ) ∶=X (α(Y )) − α (∇XY ) .

(iii) On note :
∇X (A⊗B) ∶= (∇XA)⊗B +A⊗ (∇XB) .

(iv) Supposons que A et B soit de même type. On note :

∇X (A +B) ∶= ∇XA +∇XB.

On a alors le résultat suivant qui nous donne une formule explicite de l’action de ∇ sur les champs
tensoriels.

Proposition 1.2.2.4: Formule de la connexion sur les tenseurs

Soit un champ tensoriel A de type (k, l). Pour tous champs de covecteurs α1, . . . , αk et tous champs
de vecteurs X1, . . . ,Xl, Y , on a :

(∇YA) (α1, . . . , αk,X1, . . . ,Xl)
=Y (A (α1, . . . , αk,X1, . . . ,Xl))
−A (∇Y α1, . . . , αk,X1, . . . ,Xl) −⋯ −A (α1, . . . ,∇Y αk,X1, . . . ,Xl)
−A (α1, . . . , αk,∇YX1, . . . ,Xl) −⋯ −A (α1, . . . , αk,X1, . . . ,∇YXl)

Démonstration. On fixe Y un champ de vecteurs. On démontre le résultat par récurrence double sur (k, l) ∈
N2. Notons Q(k, l) la proposition.

(i) Cas Q(0,0) vraie. Le résultat suit directement de la définition de ∇ sur les champs de vecteurs (voir
le point (i) de la définition 1.2.2.3).

(ii) Cas Q(0, l) vraie ⇒Q(0, l+1) vraie. Soit l ∈ N et A un champ tensoriel de type (0, l+1). Supposons
que Q(k, l) soit vraie. Alors par linéarité de ∇ (voir le point (iv) de la définition 1.2.2.3), on peut
supposer que A ne contient qu’un seul terme du type :

A ∶= AAei1 ⊗⋯⊗ eil+1 .

Posons :

B ∶= AAei1 ⊗⋯⊗ eil .

Donc on a :

A = B ⊗ eil+1 .
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On a alors par le point (iii) de la définition 1.2.2.3 :

∇YA = ∇Y (B ⊗ eil+1)
= (∇YB)⊗ eil+1 +B ⊗ (∇Y e

il+1)

On a par la formule de Leibniz :

Y (A (X1, . . . ,Xl+1)) = Y (B (X1, . . . ,Xl) eil+1 (Xl+1))
= Y (B (X1, . . . ,Xl)) eil+1 (Xl+1) +B (X1, . . . ,Xl)Y (eil+1 (Xl+1)) .

Ainsi on a par Q(0, l) et par le point (iii) de la définition 1.2.2.3 :

(∇YA) (X1, . . . ,Xl+1)
= (∇YB)⊗ eil+1 (X1, . . . ,Xl+1) +B ⊗ (∇Y e

il+1) (X1, . . . ,Xl+1)
= (∇YB) (X1, . . . ,Xl) eil+1 (Xl+1) +B (X1, . . . ,Xl) (∇Y e

il+1) (Xl+1)
=Y (B (X1, . . . ,Xl)) eil+1 (Xl+1) −B (∇YX1, . . . ,Xl) eil+1 (Xl+1) −⋯ −B (X1, . . . ,∇YXl) eil+1 (Xl+1)
+B (X1, . . . ,Xl) (Y (eil+1 (Xl+1)) − eil+1 (∇YXl+1))
=Y (A (X1, . . . ,Xl+1)) −A (∇YX1, . . . ,Xl+1) −⋯ −A (X1, . . . ,∇YXl+1)

Donc Q(0, l + 1) est vraie.
(iii) Cas Q(k, l) vraie ⇒ Q(k + 1, l) vraie. Soit (k, l) ∈ N2 et un champ tensoriel A de type (k, l).

Supposons que Q(k, l) soit vraie. Alors par linéarité de ∇ (voir le point (iv) de la définition 1.2.2.3),
on peut supposer que A ne contient qu’un seul terme du type :

A ∶= AAej0 ⊗⋯⊗ ejk ⊗ ei1 ⊗⋯⊗ eil .

Posons :
B ∶= AAej1 ⊗⋯⊗ ejk ⊗ ei1 ⊗⋯⊗ eil .

Donc on a :
A = ej0 ⊗B.

On a alors par le point (iii) de la définition 1.2.2.3 :

∇YA = ∇Y (ej0 ⊗B)
= (∇Y ej0)⊗B + ej0 ⊗ (∇YB)

On a par la formule de Leibniz :

Y (A (α0, . . . , αk,X1, . . . ,Xl))
=Y (ej0 (α0)B (α1, . . . , αk,X1, . . . ,Xl))
=Y (ej0 (α0))B (α1, . . . , αk,X1, . . . ,Xl) + Y (B (α1, . . . , αk,X1, . . . ,Xl)) ej0 (α0) .

Ainsi on a par Q(k, l) et par le point (iii) de la définition 1.2.2.3 :

(∇YA) (α0, . . . , αk,X1, . . . ,Xl)
= (∇Y ej0)⊗B (α0, . . . , αk,X1, . . . ,Xl) + ej0 ⊗ (∇YB) (α0, . . . , αk,X1, . . . ,Xl)
= (∇Y ej0) (α0)B (α1, . . . , αk,X1, . . . ,Xl) + ej0 (α0) (∇YB) (α1, . . . , αk,X1, . . . ,Xl)
=Y (ej0 (α0))B (α1, . . . , αk,X1, . . . ,Xl) + ej0 (α0) [Y (B (α1, . . . , αk,X1, . . . ,Xl))
−B (∇Y α1, . . . , αk,X1, . . . ,Xl) −⋯ −B (α1, . . . ,∇Y αk,X1, . . . ,Xl)
−B (α1, . . . , αk,∇YX1, . . . ,Xl) −⋯ −B (α1, . . . , αk,X1, . . . ,∇YXl)]
=Y (A (α0, . . . , αk,X1, . . . ,Xl))
−A (∇Y α0, . . . , αk,X1, . . . ,Xl) −⋯ −A (α0, . . . ,∇Y αk,X1, . . . ,Xl)
−A (α0, . . . , αk,∇YX1, . . . ,Xl) −⋯ −A (α0, . . . , αk,X1, . . . ,∇YXl)

Donc Q(k + 1, l) est vraie.
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(iv) Par le principe de récurrence double, Q(k, l) est vraie pour tout (k, l) ∈ N2.

Notation 1.2.2.5: Notations avec les composantes

Soit un champ tensoriel A de type (k, l). On utilisera une notation en composante pour l’action de
∇ sur A .

(1) Supposons que la description locale de A soit :

A = AAj1⋯jk
i1⋯il

ej1 ⊗⋯⊗ ejk ⊗ ei1 ⊗⋯⊗ eil .

On note alors :
∇mAAj1⋯jk

i1⋯il
∶= ∇emA (ej1 , . . . , ejk , ei1 , . . . , eil) .

(2) Supposons que la description locale de A soit :

A = Aj1⋯jk
i1⋯il

∂j1 ⊗⋯⊗ ∂jk ⊗ dxi1 ⊗⋯⊗ dxil .

On note alors :
∇mAj1⋯jk

i1⋯il
∶= ∇∂mA (dxj1 , . . . ,dxjk , ∂i1 , . . . , ∂il) .

(3) Supposons que la description locale de A soit :

A = Aj1⋯jk
i1⋯il

θj1 ⊗⋯⊗ θjk ⊗ θi1 ⊗⋯⊗ θil .

On note alors :
∇mAj1⋯jk

i1⋯il
∶= ∇θmA (θj1 , . . . , θjk , θi1 , . . . , θil) .

C’est donc le style d’écriture de la composante de A qui dénote si m désigne em, ∂m ou θm.

1.2.3 Trace et divergence

On fixe pour toute cette sous-section un champ tensoriel A de type (k, l). On utilise les notations vues
dans la contraction de champs tensoriels (voir la définition 1.1.2.5). On commence par une notation usuelle
sur l’action de nabla sur les champs tensoriels.

Notation 1.2.3.1: Le champ tensoriel ∇A

On note ∇A le champ tensoriel de type (k, l + 1) défini par :

∇A (α1, . . . , αk,X1, . . . ,Xl+1) ∶= (∇Xl+1A ) (α1, . . . , αk,X1, . . . ,Xl)

Définition 1.2.3.2: Trace d’un champ tensoriel

(i) Supposons que k, l ≥ 1. Soit m ∈ {1, . . . , k} et n ∈ {1, . . . , l}. La trace de A suivant (n,m) est :

tr(m,n)A ∶= [A ]mn .

(a) Si k ∶= 1 (donc m ∶= 1), on la note simplement :

tr(n)A ∶= [A ]1n .

(b) Si l ∶= 1 (donc n ∶= 1), on la note simplement :

tr(m)A ∶= [A ]m1 .
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(ii) Supposons que l ≥ 2 et k ∶= 0. Soit m ∈ {1, . . . , l− 1} et n ∈ {1, . . . , l} . La g-trace de A suivant
(m,n) est :

trg,(m,n)A ∶= [[A ]n]
1
m .

Regardons le type des champs tensoriels apparaissant dans les définitions.

(i) On a :

● A est un champ tensoriel de type (k, l)
● tr(m,n)A est un champ tensoriel de type (k − 1, l − 1).

(ii) On a :

● A est un champ tensoriel de type (0, l)
● [A ]n est un champ tensoriel de type (1, l − 1)
● trg,(m,n)A est un champ tensoriel de type (0, l − 2).

Exemple 1.2.3.3: Exemple de la trace d’un champ tensoriel de type (1,1)

Soit un champ tensoriel A de type (0,2). Supposons que A soit symétrique i.e. pour tous champs
de vecteurs X et Y , on a A (X,Y ) = A (Y,X). Alors on a :

[A ]1 = [A ]2.

Donc on a :
trg,(1,1)A = trg,(2,1)A

On notera alors dans ce cas simplement :

trgA ∶= trg,(i,1)A .

Définition 1.2.3.4: Divergence d’un champ tensoriel

(i) Supposons que k ≥ 1. Soit n ∈ {1, . . . , k}. La divergence de A suivant n est :

div(n)A ∶= [∇A ]nl+1 .

Si k ∶= 1 (donc n ∶= 1), on la note simplement :

divA ∶= div(1)A ∶= [∇A ]1l+1 .

(ii) Supposons que l ≥ 1. Soit n ∈ {1, . . . , l}. La g-divergence de A suivant n est :

divg,(n)A ∶= [∇ [A ]n]
1
l+1 .

Si l ∶= 1 (donc n ∶= 1), on la note simplement :

divgA ∶= divg,(1)A ∶= [∇A ]1l+1 .

Regardons le type des champs tensoriels apparaissant dans les définitions.

(i) On a :

● A est un champ tensoriel de type (k, l)
● ∇A est un champ tensoriel de type (k, l + 1)
● div(n)A est un champ tensoriel de type (k − 1, l).

(ii) On a :

Calculs pratiques en relativité générale 34 David Pigeon
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● A est un champ tensoriel de type (k, l)
● [A ]n est un champ tensoriel de type (k + 1, l − 1)
● ∇[A ]n est un champ tensoriel de type (k + 1, l)
● divg,(n)A est un champ tensoriel de type (k, l − 1).

Exemple 1.2.3.5: Divergences d’un champ de vecteurs et de covecteurs dans C et C ∗

(1) Soit un champ de vecteurs X ∶=Xj∂j . On a par la définition d’une connexion :

div(X) = [∇X]11
= dxi (∇∂iX)
= dxi (∇∂i (Xj∂j))
= dxi (dXj (∂i)∂j +Xj∇∂i∂j)
= dxi (∂iXj∂j +Xj∇∂i∂j)
= ∂iXjδij +XjΓi

ij

= ∂iXi +XjΓi
ij

(2) Soit un champ de covecteurs α ∶= αjdx
j . La divergence de α est définie par :

divgα ∶= divα♯ ∶= div[α]1.

(3) Soit un champ tensoriel A de type (0,2). Supposons que A soit symétrique i.e. pour tous
champs de vecteurs X et Y , on a A (X,Y ) = A (Y,X). Alors on a :

[A ]1 = [A ]2

Donc on a :
divg,(1)A = divg,(2)A

On notera alors dans ce cas simplement :

divgA ∶= divg,(i)A .

1.2.4 Définition de la connexion dans les bases E et E ∗

Les éléments ∇ekej sont des champs de vecteurs et donc ils se décomposent dans la base E . D’où les
définitions suivantes.

Définition 1.2.4.1: Symboles de Christoffel

Soit i, j, k ∈ {0,1,2,3}.
(i) Les coefficients de rotation de Ricci ΓΓi

kj sont définis par :

ΓΓi
kj ∶= ei (∇ekej) .

(ii) La matrice des 1-formes de rotation de Ricci

ωω ∶= (ωωi
j)ij ∈M4 (Λ1(U))

est définie par :
ωωi

j ∶= ΓΓi
kje

k.
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On a donc :

ωωi
j (ek) = ΓΓi

kj

ΓΓi
kjei = ∇ekej = ωωi

j (ek) ei

Exemple 1.2.4.2: Symboles de Christoffel et coefficients tétradiques

Soit i, j, k ∈ {0,1,2,3}.
(1) Les éléments ∇∂k∂j sont des champs de vecteurs et donc ils se décomposent dans la base C .

(a) Les symboles de Christoffel Γi
kj sont définis par :

Γi
kj ∶= dxi (∇∂k∂j) .

(b) La matrice des 1-formes de Christoffel

ω ∶= (ωi
j)ij ∈M4 (Λ1(U))

est définie par :
ωi

j ∶= Γi
kjdx

k.

On a donc :

ωi
j (∂k) = Γi

kj

Γi
kj∂i = ∇∂k∂j = ω

i
j (∂k) θi

(2) Les éléments ∇θkθj sont des champs de vecteurs et donc ils se décomposent dans la base C⊥.

(a) Les coefficients tétradiques Γi
kj sont définis par :

Γi
kj ∶= θi (∇θkθj) .

(b) La matrice des 1-formes tétradiques

ϖ ∶= (ϖi
j)ij ∈M4 (Λ1(U))

est définie par :
ϖi

j ∶= Γi
kjθ

k.

On a donc :

ϖi
j (θk) = Γi

kj

Γi
kjθi = ∇θkθj =ϖ

i
j (θk) θi

Le lemme suivant établit le lien entre les Γj
ki et les Γj

ki.

Lemme 1.2.4.3: Liens entre les Γj
ki et les Γj

ki

Soit i, j, k ∈ {0,1,2,3} tels que i ≠ j.
(i) (a) On a :

Γj
kj = e−uk (−uj,k + Γj

kj) Γj
kj = uj,k + eukΓj

kj

(b) On a :

Γi
kj = eui−uj−ukΓi

kj Γi
kj = e−ui+uj+ukΓi

kj
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(ii) (a) On a :

ϖj
j = ωj

j − uj,ke−ukθk ωj
j =ϖj

j + uj,kdxk

(b) On a :

ϖi
j = eui−ujωi

j ωi
j = e−ui+ujϖi

j

Démonstration. (i) On a pour tous champs scalaires f et g et tous champs de vecteurs X et Y :

∇gX(fY ) = g∇X(fY ) = gdf(X)Y + fg∇XY.

Ainsi on a :

∇θkθj = ∇e−uk∂k (e
−uj∂j)

= e−ukd (e−uj) (∂k)∂j + e−uj−uk∇∂k∂j

= −uj,ke−uj−uk∂j + e−uj−ukΓi
kj∂i

= e−uj−uk
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(−uj,k + Γj

kj)∂j +∑
i≠j

Γi
kj∂i

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
et d’autre part :

∇θkθj = Γi
kjθi

= Γi
kje
−ui∂i

Par unicité de la décomposition, on a pour i ≠ j :

Γj
kje
−uj = e−uj−uk (−uj,k + Γj

kj)
Γi

kje
−ui = e−uj−ukΓi

kj

et donc aussi :

Γj
kj = uj,k + eukΓj

kj

Γi
kj = e−ui+uj+ukΓi

kj

D’où les points (a) et (b).

(ii) (a) On a par (i.a) :

ωj
j = Γj

kjdx
k

= (uj,k + eukΓj
kj)dxk

= uj,kdxk + Γj
kje

ukdxk

= uj,kdxk + Γj
kjθ

k

=ϖj
j + uj,kdxk

Ainsi on a :

ϖj
j = ωj

j − uj,ke−ukθk ωj
j =ϖj

j + uj,kdxk

(b) On a :

ωi
j = Γi

kjdx
k

= e−ui+uj+ukΓi
kje
−ukθk

= e−ui+ujϖi
j
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Ainsi on a :

ϖi
j = eui−ujωi

j ωi
j = e−ui+ujϖi

j

1.2.5 Calculs pratiques de la connexion dans les bases C et C ∗

Dans cette sous-section, on calcule les symboles de Christoffel de manière classique en utilisant une
relation entre les Γi

jk et les champs tensoriels g et g∗. On commence par une proposition qui donne une
formule explicite pour le calcul de ∇ sur un champ tensoriel en utilisant les symboles de Christoffel.

On commence par un exemple.

Exemple 1.2.5.1: Exemple de calculs

(1) On a :

(∇∂kdx
i) (∂j) = ∂k (dxi(∂j)) − dxi (∇∂k∂j)

= ∂k (δij) − Γi
kj

= −Γi
kj

(2) Soit un champ de covecteurs α ∶= αidx
i. On a alors par (1) :

(∇∂kα) (∂j) = (∇∂k (αidx
i)) (∂j)

= ∂k (αidx
i(∂j)) − αidx

i (∇∂k∂j)
= ∂kαj − αiΓ

i
kj

(3) Soit un champ tensoriel A ∶= Aildx
i ⊗ dxl. On a alors par (1) et (2) :

(∇∂kA) (∂j , ∂p) = ∇∂k (Aildx
i ⊗ dxl) (∂j , ∂p)

= (∇∂k (Aildx
i)⊗ dxl) (∂j , ∂p) + (Aildx

i ⊗∇∂k (dx
l)) (∂j , ∂p)

= ∇∂k (Aildx
i) (∂j)dxl(∂p) +Aildx

i(∂j)∇∂k (dx
l) (∂p)

= (∂kAjl −AilΓ
i
kj) δlp −Ailδ

i
jΓ

l
kp

= ∂kAjp −AipΓ
i
kj −AjlΓ

l
kp

Proposition 1.2.5.2: Formule de la connexion sur les tenseurs

Soit un champ tensoriel A de type (k, l) dont la décomposition en coordonnées locales est :

A = Aj1⋯jk
i1⋯il

∂j1 ⊗⋯⊗ ∂jk ⊗ dxi1 ⊗⋯⊗ dxil .

Alors on a :

∇mAj1⋯jk
i1⋯il

=∂mAj1⋯jk
i1⋯il

+ Γj1
nmAnj2⋯jk

i1⋯il
+⋯ + Γjk

nmAj1⋯jk−1n
i1⋯il

− Γn
i1mAj1⋯jk

ni2⋯il
−⋯ − Γn

ilmAj1⋯jk
i1⋯il−1n

Démonstration. On a par les notations 1.2.2.5 :

∇mAj1⋯jk
i1⋯il

= ∇∂mA (dxj1 , . . . ,dxjk , ∂i1 , . . . , ∂il) .

On a trois relations :
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● pour tout champ scalaire f , on a :
∇∂mf = ∂mf

● on a par définition des Γn
im :

∇∂m∂i = Γn
im∂n

● par le point (1) de l’exemple 1.2.5.1, on a :

∇∂mdx
j = −Γj

nmdxn.

Ainsi on a par la proposition 1.2.2.4 :

∇mA
j1⋯jk
i1⋯il

= (∇∂mA) (dxj1 , . . . ,dxjk , ∂i1 , . . . , ∂il)
=∇∂m (A (dxj1 , . . . ,dxjk , ∂i1 , . . . , ∂il))
−A (∇∂mdx

j1 , . . . ,dxjk , ∂i1 , . . . , ∂il) −⋯ −A (dxj1 , . . . ,∇∂mdx
jk , ∂i1 , . . . , ∂il)

−A (dxj1 , . . . ,dxjk ,∇∂m∂i1 , . . . , ∂il) −⋯ −A (dxj1 , . . . ,dxjk , ∂i1 , . . . ,∇∂m∂il)
=∇∂mA

j1⋯jk
i1⋯il

−A (−Γj1
nmdxn, . . . ,dxjk , ∂i1 , . . . , ∂il) −⋯ −A (dxj1 , . . . ,−Γjk

nmdxn, ∂i1 , . . . , ∂il)
−A (dxj1 , . . . ,dxjk ,Γn

i1m∂n, . . . , ∂il) −⋯ −A (dxj1 , . . . ,dxjk , ∂i1 , . . . ,Γn
ilm∂n)

=∇∂mA
j1⋯jk
i1⋯il

+ Γj1
nmA (dxn, . . . ,dxjk , ∂i1 , . . . , ∂il) +⋯ + Γjk

nmA (dxj1 , . . . ,dxn, ∂i1 , . . . , ∂il)
− Γn

i1mA (dxj1 , . . . ,dxjk , ∂n, . . . , ∂il) −⋯ − Γn
ilmA (dxj1 , . . . ,dxjk , ∂i1 , . . . , ∂n)

=∂mAj1⋯jk
i1⋯il

+ Γj1
nmA

nj2⋯jk
i1⋯il

+⋯ + Γjk
nmA

j1⋯jk−1n
i1⋯il

− Γn
i1mA

j1⋯jk
ni2⋯il

−⋯ − Γn
ilmA

j1⋯jk
i1⋯il−1n

On pourrait généraliser ce résultat dans les bases E et E ∗ mais le résultat n’est pas pratique.

La connexion ∇ est g-parallèle i.e.
∇∂jg = 0

On en déduit le résultat usuel suivant.

Lemme 1.2.5.3: Expression des symboles de Christoffel en fonction de la métrique

On a :

Γi
kl =

1

2
gim(gmk,l + gml,k − gkl,m).

Démonstration. Par le point (3) de l’exemple 1.2.5.1, on a :

0 = ∇∂ig (∂m, ∂n)
= gmn,i − gjnΓj

im − gmlΓ
l
in

= gmn,i − gpnΓp
im − gmpΓ

p
in

i.e. on a :
gmn,i = gpnΓp

im + gmpΓ
p
in
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En permutant les indices et exposants, on a :

(1) ∶ gmk,l = gpkΓp
lm + gmpΓ

p
lk

(2) ∶ gml,k = gplΓp
km + gmpΓ

p
kl

(3) ∶ gkl,m = gplΓp
mk + gkpΓ

p
ml

Ainsi en faisant (1) + (2) − (3), on a :

1

2
gim (gmk,l + gml,k − gkl,m) =

1

2
gim (gpkΓp

lm + gmpΓ
p
lk + gplΓ

p
km + gmpΓ

p
kl − gplΓ

p
mk − gkpΓ

p
ml)

= 1

2
gim2Γp

lkgmp

= Γp
lkg

imgmp

= Γp
lkδ

i
p

= Γi
kl

On en déduit les valeurs exactes des Γj
ki.

Théorème 1.2.5.4: Valeurs exactes des Γj
ki

Soit i, j, k ∈ {0,1,2,3} distincts et l quelconque.

(i) On a :
Γi

li = Γi
il = ui,l.

(ii) On a :
Γj

ii = −ηiηjui,je2ui−2uj .

(iii) On a :
Γj

ki = 0.

Démonstration. (i) Comme g est symétrique, on a :

Γi
li =

1

2
gim(gml,i + gmi,j − gli,m)

= 1

2
gim(gmi,l + gml,i − gil,m)

= Γi
il

On a de plus :

Γi
li =

1

2
gim(gml,i + gmi,l − gli,m)

= 1

2
gii(gil,i + gii,l − gli,i)

= 1

2
giigii,l

= ui,l

Calculs pratiques en relativité générale 40 David Pigeon
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(ii) On a :

Γj
ii =

1

2
gjm(gmi,i + gmi,i − gii,m)

= 1

2
gjj(gji,i + gji,i − gii,j)

= −1
2
gjjgii,j

= −ηiηjui,je2ui−2uj

(iii) Comme g est diagonale, on a directement :

Γj
ki =

1

2
gjm(gmk,i + gmi,k − gki,m)

= 1

2
gjj(gjk,i + gji,k − 0)

= 1

2
gjj(0 + 0)

= 0

On note :

Γi ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

Γi
00 Γi

01 Γi
02 Γi

03

Γi
10 Γi

11 Γi
12 Γi

13

Γi
20 Γi

21 Γi
22 Γi

23

Γi
30 Γi

31 Γi
32 Γi

33

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

● Cas i ∶= 0. On a :

Γ0 =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

u0,0 u0,1 u0,2 u0,3
u0,1 u1,0e

−2u0+2u1 0 0
u0,2 0 u2,0e

−2u0+2u2 0
u0,3 0 0 u3,0e

−2u0+2u3

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

● Cas i ∶= 1. On a :

Γ1 =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

u0,1e
−2u1+2u0 u1,0 0 0
u1,0 u1,1 u1,2 u1,3
0 u1,2 −u2,1e−2u1+2u2 0
0 u1,3 0 −u3,1e−2u1+2u3

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

● Cas i ∶= 2. On a :

Γ2 =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

u0,2e
−2u2+2u0 0 u2,0 0
0 −u1,2e−2u2+2u1 u2,1 0
u2,0 u2,1 u2,2 u2,3
0 0 u2,3 −u3,2e−2u2+2u3

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

● Cas i ∶= 3. On a :

Γ3 =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

u0,3e
−2u3+2u0 0 0 u3,0
0 −u1,3e−2u3+2u1 0 u3,1
0 0 −u2,3e−2u3+2u2 u3,2
u3,0 u3,1 u3,2 u3,3

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

Exemple 1.2.5.5: Suite 2 de la métrique h

On reprend l’exemple avec la métrique h (voir 1.1.4.1 et 1.1.5.1) avec :

u0(t, r) ∶= u(t, r) u1(t, r) ∶= v(t, r)
u2(t, r) ∶= b(t) + ln(r) u3(t, r, ϑ) ∶= b(t) + ln(r) + ln sin(ϑ)
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On a donc :

Γ0 =
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

u̇ u′ 0 0
u′ v̇e−2u+2v 0 0

0 0 r2ḃe2b−2u 0

0 0 0 r2ḃ sin2 ϑe2b−2u

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

Γ1 =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

u′e2u−2v v̇ 0 0
v̇ v′ 0 0

0 0 −re2b−2v 0

0 0 0 −r sin2 ϑe2b−2v

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Γ2 =
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0 ḃ 0
0 0 r−1 0

ḃ r−1 0 0
0 0 0 − cosϑ sinϑ

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

Γ3 =
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0 0 ḃ
0 0 0 r−1

0 0 0 cotϑ

ḃ r−1 cotϑ 0

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

Et ainsi, on a :

ω =
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

u̇dx0 + u′dx1 u′dx0 + v̇e−2u+2vdx1 r2ḃe2b−2udx2 r2ḃ sin2 ϑe−2b−2udx3

u′e2u−2vdx0 + v̇dx1 v̇dx0 + v′dx1 −re2b−2vdx2 −r sin2 ϑe2b−2vdx3
ḃdx2 r−1dx2 ḃdx0 + r−1dx1 − cosϑ sinϑdx3
ḃdx3 r−1dx3 cotϑdx3 ḃdx0 + r−1dx1 + cotϑdx2

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
.

On finit cette sous-section par une autre formule pour calculer la somme ∑3
i=0 Γ

i
ij .

Proposition 1.2.5.6: Autre formules pour Γi
ij

Soit j ∈ {0,1,2,3}. On a :
3

∑
i=0

Γi
ij = ∂j (ln

√
∣det g∣) .

Démonstration. Montrons le résultat en deux étapes :

(1) pour tout A ∈ GLn(R), on a :
dA det ∶H z→ det(A)tr(A−1H).

(2) On a :
3

∑
i=0

Γi
ij = ∂j (ln

√
∣det g∣) .

(1) On commence par un résultat d’algèbre linéaire. On munit Mn(R) de la norme de Frobenius :

∀M ∈Mn(R), ∣∣M ∣∣ ∶=
√
tr(tMM).

Cette norme est une norme sous-multiplicative sur Mn(R) i.e. on a :

∀A,B ∈Mn(R), ∣∣AB∣∣ ≤ ∣∣A∣∣.∣∣B∣∣.

Montrons que pour tout A ∈ GLn(R), on a :

dA det ∶H z→ det(A)tr(A−1H).
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Pour cela, commençons par calculer la différentielle de det en In. Comme det est de la classe C∞, il
suffit de calculer la dérivée de det en In dans une direction quelconque H ∈Mn(R). Soit une matrice
réelle H ∈Mn(R) et λ1, . . . , λn ses valeurs propres. On a pour tout réel t au voisinage de 0 :

det(In + tH) =
n

∏
i=1

(1 + tλn) = 1 + t
n

∑
i=1

λi +O(t2) = 1 + t tr(H) +O(t2).

Comme l’application H z→ tr(H) est linéaire, on a donc :

dIn det ∶H z→ tr(H).
Soit A ∈ GLn(R). On en déduit que pour toute matrice H ∈Mn(R) :

det(A +H) = det(A(In +A−1H)
= det(A)det(In +A−1H)
= det(A)(det(In) + dIn(A−1H) + o(∣∣A−1H ∣∣))
= det(A) + det(A)tr(A−1H) + o(∣∣A−1H ∣∣)det(A)

Or ∣∣.∣∣ est une norme sous-matricielle, donc on a ∣∣A−1H ∣∣ ≤ ∣∣A−1∣∣.∣∣H ∣∣. Et ainsi :
o(∣∣A−1H ∣∣)det(A) = o(∣∣H ∣∣).

Comme l’application H z→ det(A)tr(A−1H) est linéaire, on a donc :

dA det ∶H z→ det(A)tr(A−1H).
(2) Comme :

Γk
ij =

1

2
gkl (glj,i + gli,j − gij,l)

on a :
3

∑
i=0

Γi
ij =

3

∑
i,l=0

1

2
(gilglj,i + gilgil,j − gilgij,l)

= 1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

3

∑
i,l=0

gilglj,i +
3

∑
i,l=0

gilgil,j −
3

∑
i,l=0

gilgij,l

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

= 1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

3

∑
i,l=0

gilglj,i +
3

∑
i,l=0

gilgil,j −
3

∑
i,l=0

gilglj,i

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

= 1

2

3

∑
i,l=0

gilgil,j

Par (1), on a :

∂j (det g)dxj = d(det g)
= (det g)gildgil
= (det g)gilgil,jdxj

i.e. on a :

gilgil,j =
1

det g
∂j (det g)

On a donc :
3

∑
i=0

Γi
ij =

1

2det g
∂j (det g)

= 1√
∣det g∣

∂j
√
∣det g∣

= ∂j (ln
√
∣det g∣) .
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CHAPITRE 1. CALCULS DES OBJETS ASSOCIÉS À LA COURBURE POUR LES MÉTRIQUES
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Corollaire 1.2.5.7: Autre formules pour Γi
ij

Soit j ∈ {0,1,2,3}. On a :
3

∑
i=0

Γi
ij =

3

∑
i=0

ui,j .

Démonstration. Comme g est diagonale, on a :

det g =
3

∏
i=0

gii

= −e2u0+2u1+2u2+2u3

Ainsi on a :
ln
√
∣det g∣ = u0 + u1 + u2 + u3.

Et donc on a :
3

∑
i=0

Γi
ij =

3

∑
i=0

ui,j .

1.2.6 Calculs pratiques de la connexion dans les bases C⊥ et C ∗
⊥

Dans cette sous-section, on calcule les coefficients tétradiques Γj
ki en utilisant la méthode des tétrades.

On commence par quelques propriétés simples des symboles Γj
ki et des 1-formes ϖi

j .

Lemme 1.2.6.1: Symétries des symboles Γj
ki et ϖ

i
j

Soit i, j, k, l ∈ {0,1,2,3}.
(i) On a :

ϖl
k = −ηlηkϖk

l.

(ii) On a :
Γj

ki = −ηjηiΓi
kj .

(iii) On a :
ϖj

j = 0.

(iv) On a :
Γj

kj = 0.

Démonstration. (i) Comme ηkl est constant, on a pour tout champ de vecteurs X :

0 = ∇Xηkl

= ∇Xg (θk, θl)
= g (∇Xθk, θl) + g (θk,∇Xθl)
= g (ϖi

k(X)θi, θl) + g (θk,ϖi
l(X)θi)

=ϖi
k(X)g (θi, θl) +ϖi

l(X)g (θk, θi)
=ϖi

k(X)ηil +ϖi
l(X)ηki

=ϖl
k(X)ηl +ϖk

l(X)ηk
= (ηlϖl

k + ηkϖk
l) (X)
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Comme cela est vrai pour tout champ de vecteurs X, on a donc :

ηlϖ
l
k + ηkϖk

l = 0

i.e. on a :
ϖl

k = −ηlηkϖk
l.

(ii) On a par (i) :
Γi

kj =ϖi
j(θk) = −ηiηjϖj

i(θk) = −ηiηjΓj
ki.

(iii) On a par (i) :
ϖj

j = −ηjηjϖj
j = −ϖj

j .

Donc on a ϖj
j = 0.

(iv) On a par (iii) :
Γj

kj =ϖj
j (θk) = 0.

Le résultat fondamental suivant fait le lien entre les 1-formes ϖi
j et les fonctions ui apparaissant dans

la métrique, cela nous permettra de calculer les symboles Γj
ki en fonction de ces fonctions. Pour cela on va

calculer de deux façons différentes les 2-formes :

dθi ∈ Λ2(U)

On note :
θj,i ∶= θj ∧ θi

On a donc :
θj,i = −θi,j

et :
θi,j(θk, θl) = θi ∧ θj(θk, θl) = θi ⊗ θj(θk, θl) − θj ⊗ θi(θk, θl) = δikδ

j
l − δ

j
kδ

i
l (1.2.6.1)

Proposition 1.2.6.2: Calculs des dθi

Soit i ∈ {0,1,2,3}.
(i) On a :

dθi = ui,je−ujθj,i.

(ii) On a :
dθi = −ϖi

j ∧ θj .

Démonstration. (i) Comme :
dxi = f iθi = e−uiθi , θi = fidxi = euidxi

on a :

dθi = d(fidxi)
= ∂j (fi)dxj ∧ dxi

= ∂j (fi) f jθj ∧ f iθi

= ∂j (eui) f if jθj ∧ θi

= ui,jeuie−uj−uiθj ∧ θi

= ui,je−ujθj ∧ θi

= ui,je−ujθj,i
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(ii) On a fkf
k = 1, ce qui donne en différenciant :

fkdf
k + fkdfk = 0

i.e. on a fkdfk = −fkdfk. Et ainsi on a :

dθi = d (fidxi) = dfi ∧ dxi

= dfi ∧ f iθi

= f idfi ∧ θi

= −fidf i ∧ θi

= −fi∂j (f i)dxj ∧ θi

= −fi∂j (f i) f jθj ∧ θi

Donc on a par l’équation (??) :

dθi (θk, θl) θi = fif j∂j (f i) θj ∧ θi (θk, θl) θi
= fif j∂j (f i) (δjkδ

i
l + δ

j
l δ

i
k) θi

= flfk∂k (f l) θl − fkf l∂l (fk) θk

Comme :

∇θkθl = ∇fk∂k
(f l∂l)

= fk∇∂k (f
l∂l)

= fkd (f l) (∂k)∂l + fkf l∇∂k (∂l)

et comme [∂k, ∂l] = 0, on a :

ϖi
j ∧ θj (θk, θl) θi =ϖi

j ⊗ θj (θk, θl) θi − θj ⊗ϖi
j (θk, θl) θi

= θj (θl)ϖi
j (θk) θi − θj (θk)ϖi

j (θl) θi
= δjl∇θkθj − δ

j
k∇θlθj

= ∇θkθl −∇θlθk

= fkd (f l) (∂k)∂l + fkf l∇∂k (∂l) − f
ld (fk) (∂l)∂k − fkf l∇∂l (∂k)

= fk∂k (f l)∂l − f l∂l (fk)∂k + fkf l [∂k, ∂l]
= fk∂k (f l)∂l − f l∂l (fk)∂k
= −dθi (θk, θl) θi

D’où le résultat car cela est vrai pour tous champs de vecteurs θk, θl, θi.

Donc on a :

dθ0 = u0,je−ujθj,0 = u0,1e−u1θ1,0 + u0,2e−u2θ2,0 + u0,3e−u3θ3,0

dθ1 = u1,je−ujθj,1 = u1,0e−u0θ0,1 + u1,2e−u2θ2,1 + u1,3e−u3θ3,1

dθ2 = u2,je−ujθj,2 = u2,0e−u0θ0,2 + u2,1e−u1θ1,2 + u2,3e−u3θ3,2

dθ3 = u3,je−ujθj,3 = u3,0e−u0θ0,3 + u3,1e−u1θ1,3 + u3,2e−u2θ2,3
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Exemple 1.2.6.3: Suite 3 de la métrique h

On reprend l’exemple avec la métrique h (voir 1.1.4.1, 1.1.5.1 et 1.2.5.5) avec :

u0(t, r) ∶= u(t, r) u1(t, r) ∶= v(t, r)
u2(t, r) ∶= b(t) + ln(r) u3(t, r, ϑ) ∶= b(t) + ln(r) + ln sin(ϑ)

On a alors :

dθt = u0,1e−u1θ1,0

= u′evθr,t

dθr = u1,0e−u0θ0,1

= v̇e−uθt,r

dθϑ = u2,0e−u0θ0,2 + u2,1e−u1θ1,2

= ḃe−uθt,ϑ + r−1e−vθr,ϑ

dθϕ = u3,0e−u0θ0,3 + u3,1e−u1θ1,3 + u3,2e−u2θ2,3

= ḃe−uθt,ϕ + r−1e−vθr,ϕ + r−1 cotϑe−bθϑ,ϕ

On en déduit alors les valeurs exactes des symboles Γj
ki et des ϖ

i
j en fonction des éléments des fonctions

ui apparaissant dans la métrique.

Théorème 1.2.6.4: Valeurs exactes des Γj
ki et ϖ

i
j

Soit i, j, k ∈ {0,1,2,3} distincts.
(i) On a :

Γi
ij = ui,je−uj

Γj
ii = −ηiηjui,je−uj

Γj
ki = 0

(ii) On a :

ϖj
j = 0

ϖi
j = ui,je−ujθi − ηiηjuj,ie−uiθj

Démonstration. Posons pour la preuve :

aikj ∶= Γi
kj − Γi

jk , bji ∶= ui,je−uj .

On a donc avec les notations et la proposition précédente 1.2.6.2 :

bjiθ
ji = ui,je−ujθj,i

= dθi

= −ϖi
j ∧ θj

= −Γi
kjθ

k ∧ θj

= ∑
0≤j<k≤3

(Γi
kj − Γi

jk) θj ∧ θk

= ∑
0≤j<k≤3

aikjθ
j,k.
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On a donc :

(I) pour tous i, j, k distincts :

0 = aikj = Γi
kj − Γi

jk = 0 i.e. Γi
kj = Γi

jk.

(II) pour tous i, j distincts :

bji = −aiji = aiij .

Montrons le théorème.

(i) On a les symétries :

Γj
ki = Γj

ik , Γi
kj = Γi

jk , Γk
ij = Γj

ji

On va montrer que Γj
ki = 0 en montrant que Γj

ki = −Γj
ki. On a par (I) et par le point (ii) du

lemme 1.2.6.1 :

Γj
ki = −ηiηjΓi

kj

= −ηiηjΓi
jk

= ηiηjηkηiΓk
ji

= ηjηkΓk
ij

= −Γj
ik = −Γj

ki

D’où le résultat par symétrie.

(ii) Comme Γi
ji = 0, on a :

ui,je
−uj = bji = −aiji = −Γi

ji + Γi
ij = Γi

ij

i.e. on a :

Γi
ij = ui,je−uj .

(iii) On a par (ii) :

Γj
ii = −ηjηiΓi

ij

= −ηiηjui,je−uj .

(iv) On a :

ϖi
j = Γi

kjθ
k

= Γi
ijθ

i + Γi
jjθ

j

= ui,je−ujθi − ηiηjuj,ie−uiθj

On note :

Γi =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

Γi
00 Γi

01 Γi
02 Γi

03

Γi
10 Γi

11 Γi
12 Γi

13

Γi
20 Γi

21 Γi
22 Γi

23

Γi
30 Γi

31 Γi
32 Γi

33

⎞
⎟⎟⎟
⎠

● Cas i ∶= 0. On a :

Γ0 =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

0 u0,1e
−u1 u0,2e

−u2 u0,3e
−u3

0 u1,0e
−u0 0 0

0 0 u2,0e
−u0 0

0 0 0 u3,0e
−u0

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.
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● Cas i ∶= 1. On a :

Γ1 =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

u0,1e
−u1 0 0 0

u1,0e
−u0 0 u1,2e

−u2 u1,3e
−u3

0 0 −u2,1e−u1 0
0 0 0 −u3,1e−u1

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

● Cas i ∶= 2. On a :

Γ2 =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

u0,2e
−u2 0 0 0

0 −u1,2e−u2 0 0
u2,0e

−u0 u2,1e
−u1 0 u2,3e

−u3

0 0 0 −u3,2e−u2

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

● Cas i ∶= 3. On a :

Γ3 =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

u0,3e
−u3 0 0 0

0 −u1,3e−u3 0 0
0 0 −u2,3e−u3 0

u3,0e
−u0 u3,1e

−u1 u3,2e
−u2 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

Par le lemme 1.2.4.3, on retrouve les valeurs Γi
jk trouvées dans la sous-section précédente.

Exemple 1.2.6.5: Suite 4 de la métrique h

On reprend l’exemple avec la métrique h (voir 1.1.4.1, 1.1.5.1, 1.2.5.5 et 1.2.6.3) avec :

u0(t, r) ∶= u(t, r) u1(t, r) ∶= v(t, r)
u2(t, r) ∶= b(t) + ln(r) u3(t, r, ϑ) ∶= b(t) + ln(r) + ln sin(ϑ)

On a donc :

Γ0 =
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

0 u′e−v 0 0
0 v̇e−u 0 0

0 0 ḃe−u 0

0 0 0 ḃe−u

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

Γ1 =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

u′e−v 0 0 0
v̇e−u 0 0 0
0 0 −r−1e−v 0
0 0 0 −r−1e−v

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Γ2 =
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0 0 0
0 0 0 0

ḃe−u r−1e−v 0 0

0 0 0 −r−1 cotϑe−b

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

Γ3 =
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

ḃe−u r−1e−v r−1 cotϑe−b 0

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

Et ainsi, on a :

ϖ =
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

0 u′e−vθ0 + v̇e−uθ1 ḃe−uθ2 ḃe−uθ3

u′e−vθ0 + v̇e−uθ1 0 −r−1e−vθ2 −r−1e−vθ3
ḃe−uθ2 r−1e−vθ2 0 −r−1 cotϑe−bθ3
ḃe−uθ3 r−1e−vθ3 r−1 cotϑe−bθ3 0

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
.
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1.3 Tenseur de courbure et tenseur de Riemann

1.3.1 Généralités

Définition 1.3.1.1: Les applications de courbures

(i) Soit deux champs de vecteurs X et Y . L’application de courbure associée à X et Y est
l’application R(X,Y ) définie par :

R(X,Y ) ∶= [∇X ,∇Y ] −∇[X,Y ]

i.e. à tout champ de vecteurs Z, on associe le champ de vecteurs :

R(X,Y )Z ∶= ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

(ii) L’application de Riemann est l’application qui à tous champs de vecteurs X, Y , Z et W
associe le champ scalaire :

Rm(W,Z,X,Y ) ∶= g (W,R(X,Y )Z) .

L’application R est un champ tensoriel de type (1,3) et l’application Rm est un champ tensoriel de type
(0,4).

Proposition 1.3.1.2: Propriétés usuelles

Soit des champs de vecteurs X, Y , Z, W et T .

(i) (Première identité de Bianchi) On a :

R(X,Y )Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y = 0
Rm(W,Z,X,Y ) +Rm(W,X,Y,Z) +Rm(W,Y,Z,X) = 0

(ii) On a :

R(X,Y )Z = −R(Y,X)Z
Rm(W,Z,X,Y ) = −Rm(W,Z,Y,X)

(iii) On a :
Rm(W,Z,X,Y ) = −Rm(Z,W,X,Y ).

(iv) On a :
Rm(W,Z,X,Y ) =Rm(X,Y,W,Z).

(v) (Deuxième identité de Bianchi) On a :

(∇XR) (Y,Z) + (∇Y R) (Z,X) + (∇ZR) (X,Y ) = 0
∇XRm(T,W,Z,Y ) +∇Y Rm(T,W,X,Z) +∇ZRm(T,W,Y,X) = 0

∇Rm(T,W,Z,Y,X) +∇Rm(T,W,X,Z,Y ) +∇Rm(T,W,Y,X,Z) = 0

Démonstration. (i) On a par l’identité de Jacobi (voir la proposition 1.2.1.6) :

R(X,Y )Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y
=∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

+∇Y∇ZX −∇Z∇YX −∇[Y,Z]X
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+∇Z∇XY −∇X∇ZY −∇[Z,X]Y
=∇X (∇Y Z −∇ZY ) +∇Y (∇ZX −∇XZ) +∇Z (∇XY −∇YX)
− (∇[X,Y ]Z +∇[Y,Z]X +∇[Z,X]Y )
= (∇X[Y,Z] −∇[Y,Z]X) + (∇Y [Z,X] −∇[Z,X]Y ) + (∇Z[X,Y ] −∇[X,Y ]Z)
=[X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]]
=0

Ainsi on a par linéarité de g :

Rm(W,Z,X,Y ) +Rm(W,X,Y,Z) +Rm(W,Y,Z,X)
=g (W,R(X,Y )Z) + g (W,R(Y,Z)X) + g (W,R(Z,X)Y )
=g (W,R(X,Y )Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y )
=g (W,0)
=0

(ii) Comme :

−∇[X,Y ]Z = ∇−[X,Y ]Z

= ∇[Y,X]Z

on a :

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

= − (∇Y∇XZ −∇X∇Y Z −∇[Y,X]Z)
= −R(Y,X)Z

Et ainsi on a :

Rm(W,Z,X,Y ) = g (W,R(X,Y )Z)
= g (W,−R(Y,X)Z)
= −g (W,R(Y,X)Z)
= −Rm(W,Z,Y,X)

(iii) On a :
X (g(Y,Z)) = g (∇XY,Z) + g (Y,∇XZ)

i.e. on a :
g (∇XY,Z) =X (g(Y,Z)) − g (Y,∇XZ) .

Ainsi on a :

Rm(W,Z,X,Y ) =g (W,R(X,Y )Z)
=g (W,∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z)
=g (W,∇X∇Y Z) − g (W,∇Y∇XZ) − g (W,∇[X,Y ]Z)
= [X (g(W,∇Y Z)) − g (∇XW,∇Y Z)] − [Y (g(W,∇XZ)) − g (∇YW,∇XZ)]
− [[X,Y ] (g(W,Z)) − g (∇[X,Y ]W,Z)]
= [X (Y (g(W,Z))) −X (g (∇YW,Z)) − g (∇XW,∇Y Z)]
− [Y (X (g(W,Z))) − Y (g (∇XW,Z)) − g (∇YW,∇XZ)]
− [[X,Y ] (g(W,Z)) − g (∇[X,Y ]W,Z)]
= (XY − Y X) (g(W,Z)) −X (g (∇YW,Z)) − g (∇XW,∇Y Z)
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+ Y (g (∇XW,Z)) + g (∇YW,∇XZ) − [X,Y ] (g(W,Z)) + g (∇[X,Y ]W,Z)
=[X,Y ] (g(W,Z)) − g (∇X∇YW,Z) − g (∇XW,∇Y Z)
+ g (∇Y∇XW,Z) + g (∇YW,∇XZ) − [X,Y ] (g(W,Z)) + g (∇[X,Y ]W,Z)
= − g (∇X∇YW,Z) − g (∇XW,∇Y Z) + g (∇Y∇XW,Z)
+ g (∇YW,∇XZ) + g (∇[X,Y ]W,Z)
= − [g (∇X∇YW,Z) − g (∇Y∇XW,Z) − g (∇[X,Y ]W,Z)]
= − g (∇X∇YW −∇Y∇XW −∇[X,Y ]W,Z)
= − g (Z,R(X,Y )W )
= −Rm(Z,W,X,Y )

(iv) On a par (i, ii, iii) :

2Rm(Z,W,X,Y ) − 2Rm(X,Y,Z,W )
=Rm(Z,W,X,Y ) +Rm(W,Z,Y,X) +Rm(X,Y,W,Z) +Rm(Y,X,Z,W )
=Rm(Z,W,X,Y ) +Rm(Z,X,Y,W ) +Rm(Z,Y,W,X)
+Rm(W,Z,Y,X) +Rm(W,Y,X,Z) +Rm(W,X,Z,Y )
+Rm(X,Y,W,Z) +Rm(X,W,Z,Y ) +Rm(X,Z,Y,W )
+Rm(Y,X,Z,W ) +Rm(Y,Z,W,X) +Rm(Y,W,X,Z)
− (Rm(Z,X,Y,W ) +Rm(Z,Y,W,X)) − (Rm(W,Y,X,Z) +Rm(W,X,Z,Y ))
− (Rm(X,W,Z,Y ) +Rm(X,Z,Y,W )) − (Rm(Y,Z,W,X) +Rm(Y,W,X,Z))
=0 + 0 + 0 + 0
− (Rm(Z,X,Y,W ) +Rm(X,Z,Y,W )) − (Rm(W,Y,X,Z) +Rm(Y,W,X,Z))
− (Rm(X,W,Z,Y ) +Rm(W,X,Z,Y )) − (Rm(Y,Z,W,X) +Rm(Z,Y,W,X))
= − 0 − 0 − 0 − 0
=0

i.e. on a :

Rm(Z,W,X,Y ) =Rm(X,Y,Z,W ).

(v) On a par l’action de ∇ sur les champs tensoriels (voir la proposition 1.2.2.4) :

∇XR (Y,Z)W +∇Y R (Z,X)W +∇ZR (X,Y )W
=∇X (R (Y,Z)W ) +∇Y (R (Z,X)W ) +∇Z (R (X,Y )W )
−R (∇XY,Z)W −R (Y,∇XZ)W −R (∇Y Z,X)W −R (Z,∇YX)W −R (∇ZX,Y )W −R (X,∇ZY )W
−R (Y,Z)∇XW −R (Z,X)∇YW −R (X,Y )∇ZW

=∶(I)
− (II)
− (III)

Calculons les éléments (II) et (I) séparément. On a :

(II) =R (∇XY,Z) +R (Y,∇XZ) +R (∇Y Z,X) +R (Z,∇YX) +R (∇ZX,Y ) +R (X,∇ZY )
=R (∇XY −∇YX,Z) +R (∇Y Z −∇ZY,X) +R (∇ZX −∇XZ,Y )
=R ([X,Y ], Z) +R ([Y,Z],X) +R ([Z,X], Y )
= ∶ (IV)
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Par l’identité de Jacobi, on a :

∇[X,[Y,Z]]W +∇[Y,[Z,X]]W +∇[Z,[X,Y ]]W = ∇[X,[Y,Z]]+[Y,[Z,X]]+[Z,[X,Y ]]W

= ∇0W

= 0

Ainsi on a :

(I) =∇X (R (Y,Z)W ) +∇Y (R (Z,X)W ) +∇Z (R (X,Y )W )
=∇X∇Y∇ZW −∇X∇Z∇YW +∇Y∇Z∇XW −∇Y∇X∇ZW +∇Z∇X∇YW −∇Z∇Y∇XW

−∇X∇[Y,Z]W −∇Y∇[Z,X]W −∇Z∇[X,Y ]W

=∇Y∇Z∇XW −∇Z∇Y∇XW +∇Z∇X∇YW −∇X∇Z∇YW +∇X∇Y∇ZW −∇Y∇X∇ZW

−∇[Y,Z]∇XW −R (X, [Y,Z]) −∇[X,[Y,Z]]W

−∇[Z,X]∇YW −R (Y, [Z,X]) −∇[Y,[Z,X]]W
−∇[X,Y ]∇ZW −R (Z, [X,Y ]) −∇[Z,[X,Y ]]W

=R (Y,Z)∇XW +R (Z,X)∇YW +R (X,Y )∇ZW

−R (X, [Y,Z])W −R (Y, [Z,X])W −R (Z, [X,Y ])W
=(III) +R ([Y,Z],X)W +R ([Z,X], Y )W +R ([X,Y ], Z)W
=(III) + (IV)

On a donc :

∇XR (Y,Z) +∇Y R (Z,X) +∇ZR (X,Y ) = (I) − (II) − (III)
= (III) + (IV) − (IV) − (III)
= 0

On a :

∇XRm(T,W,Z,Y ) =X (Rm(T,W,Z,Y )) −Rm(∇XT,W,Z,Y ) −Rm(T,∇XW,Z,Y )
−Rm(T,W,∇XZ,Y ) −Rm(T,W,Z,∇XY )
=X (g (T,R(Z,Y )W )) −Rm(∇XT,W,Z,Y ) −Rm(T,∇XW,Z,Y )
−Rm(T,W,∇XZ,Y ) −Rm(T,W,Z,∇XY )
=g (∇XT,R(Z,Y )W ) + g (T,∇X (R(Z,Y )W )) − g (∇XT,R(Z,Y )W )
− g (T,R(Z,Y )∇XW ) − g (T,R(∇XZ,Y )W ) − g (T,R(Z,∇XY )W )
=g (T,∇X (R(Z,Y )W ) −R(Z,Y )∇XW −R(∇XZ,Y )W −R(Z,∇XY )W )
=g (T,∇XR(Z,Y )W )

Donc on a en permutant X, Z et Y :

∇XRm(T,W,Z,Y ) +∇Y Rm(T,W,X,Z) +∇ZRm(T,W,Y,X)
=g (T,∇XR(Z,Y )W ) + g (T,∇Y R(X,Z)W ) + g (T,∇ZR(Y,X)W )
=g (T,∇XR(Z,Y )W +∇Y R (Z,X)W +∇ZR (Y,X)W )
=g (T,0)
=0

1.3.2 Calcul des composantes dans E et E ∗
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Définition 1.3.2.1: Les tenseurs de courbure et de Riemann

(i) Les composantes du tenseur de courbure dans E et E ∗ sont :

RRi
jkl ∶= ei (R (ek, el) ej) .

(ii) Les composantes du tenseur de Riemann dans E et E ∗ sont :

RRijkl ∶=Rm (ei, ej , ek, el) .

On a donc les décompositions :

R = RRi
jkl ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el

Rm = RRijkl e
i ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el

On a une relation simple entre ces deux composantes.

Lemme 1.3.2.2: Relation entre les deux composantes

On a :
RRijkl = gginRRn

jkl.

Démonstration. Cela se déduit directement de la proposition 1.1.8.6. On refait la preuve dans ce cas. On a :

RRijkl =Rm (ei, ej , ek, el)
= g (ei,R (ej , ek) el)
= g (ei,RRn

jkl en)
= RRn

jklg (ei, en)
= gginRRn

jkl

On en déduit de la proposition 1.3.2.3, la proposition suivante.

Proposition 1.3.2.3: Propriétés usuelles

Soit i, j, k, l ∈ {0,1,2,3}.
(i) (Première identité de Bianchi) On a :

RRi
jkl +RRi

klj +RRi
ljk = 0

RRijkl +RRiklj +RRiljk = 0

(ii) On a :

RRi
jkl = −RRi

jlk

RRijkl = −RRijlk

(iii) On a :
RRijkl = −RRjikl.

(iv) On a :
RRijkl = RRklij .

(v) (Deuxième identité de Bianchi) On a :

∇nRRijkl +∇kRRijln +∇lRRijnk = 0.
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Démonstration. On utilise la proposition 1.3.2.3.

(i) Comme :

R(ek, el)ej +R(el, ej)ek +R(ej , ek)el
on a :

RRi
jkl +RRi

klj +RRi
ljk = ei (R(ek, el)ej) + ei (R(el, ej)ek) + ei (R(ej , ek)el)
= ei (R(ek, el)ej +R(el, ej)ek +R(ej , ek)el)
= ei(0)
= 0

RRijkl +RRiklj +RRiljk =Rm(ei, ej , ek, el) +Rm(ei, ek, el, ej) +Rm(ei, el, ej , ek)
= 0

(ii) On a :

RRi
jkl = ei (R(ek, el)ej)
= ei (−R(el, ek)ej)
= −ei (R(el, ek)ej)
= −RRi

kjl

RRijkl =Rm(ei, ej , ek, el)
= −Rm(ei, ej , el, ek)
= −RRijlk

(iii) On a :

RRijkl =Rm(ei, ej , ek, el)
= −Rm(ej , ei, ek, el)
= −RRjikl

(iv) On a :

RRijkl =Rm(ei, ej , ek, el)
=Rm(ek, el, ei, ej)
= RRklij

(v) On a :

∇nRRijkl +∇kRRijln +∇lRRijnk = ∇enRm(ei, ej , ek, el) +∇ekRm(ei, ej , el, en) +∇elRm(ei, ej , en, ek)
= 0

On en déduit la nullité d’une classe de composantes.

Corollaire 1.3.2.4: Nullités et symétries de certaines composantes

Soit i, j, k, l ∈ {0,1,2,3}.
(i) On a :

RRjkii = RRiijk = 0.
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(ii) On a :
RRijki = RRkiij = −RRkiji = −RRikij = −RRijik = −RRjiki = RRjiik = RRikji.

Démonstration. (i) On a par le point (ii) de la proposition 1.3.2.3 :

RRijll = −RRijll

i.e. on a :

RRijll = 0.

On a par le point (iii) de la proposition 1.3.2.3 :

RRiikl = −RRiikl

i.e. on a :

RRiikl = 0.

(ii) Par (i) et par le point (i) de la proposition 1.3.2.3, on a :

0 = RRijll +RRillj +RRiljl

= 0 +RRillj +RRiljl

i.e. on a :

RRillj = −RRiljl.

Et on a :

0 = RRiikl +RRikli +RRilik

= 0 +RRikli +RRilik

i.e. on a :

RRikli = −RRilik.

Par le point (iv) de la proposition 1.3.2.3, on a directement :

RRijil = RRilij

RRijki = RRkiij

Exemple 1.3.2.5: Exemples de composantes

(1) (a) Les composantes du tenseur de courbure dans les bases C et C ∗ sont :

Ri
jkl ∶= dxi (R (∂k, ∂l)∂j) .

(b) Les composantes du tenseur de Riemann dans les bases C et C ∗ sont :

Rijkl ∶=Rm (∂i, ∂j , ∂k, ∂l) .

On a donc les décompositions :

R = Ri
jkl ∂i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ dxl

Rm = Rijkl dx
i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ dxl
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par le lemme 1.3.2.2, on a les relations :

Rijkl = ginRn
jkl

= giiRi
jkl

= ηieuiRi
jkl

(2) (a) Les composantes du tenseur de courbure dans les bases C⊥ et C ∗
⊥
sont :

Ri
jkl ∶= θi (R (θk, θl) θj) .

(b) Les composantes du tenseur de Riemann dans les bases C⊥ et C ∗
⊥
sont :

Rijkl ∶=Rm (θi, θj , θk, θl) .

On a donc les décompositions :

R = Ri
jkl θi ⊗ θj ⊗ θk ⊗ θl

Rm = Rijkl θ
i ⊗ θj ⊗ θk ⊗ θl

par le lemme 1.3.2.2, on a les relations :

Rijkl = ηiiRi
jkl

= ηiRi
jkl

1.3.3 Calculs pratiques dans C et C ∗

On commence par une proposition qui donne un lien entre les composantes du tenseur de courbure et
les symboles de Christoffel.

Proposition 1.3.3.1: Propriétés usuelles

Soit i, j, k, l ∈ {0,1,2,3}. On a :

Ri
jkl = ∂kΓi

jl − ∂lΓi
kj + Γm

jlΓ
i
km − Γm

kjΓ
i
lm.

Démonstration. On a par définition de R :

R (∂k, ∂l)∂j = ∇∂k∇∂l∂j −∇∂l∇∂k∂j −∇[∂k,∂l]∂j
= ∇∂k (Γ

m
jl∂m) −∇∂l (Γ

m
kj∂m)

= dΓm
jl (∂k)∂m + Γm

jl∇∂k∂m − dΓ
m
kj (∂l)∂m + Γm

kj∇∂l∂m

= ∂kΓm
jl∂m + Γm

jlΓ
n
km∂n − ∂lΓm

kj∂m − Γm
kjΓ

n
lm∂n

Ainsi on a :

Ri
jkl = dxi (R (∂k, ∂l)∂j)
= dxi (∂kΓm

jl∂m + Γm
jlΓ

n
km∂n − ∂lΓm

kj∂m − Γm
kjΓ

n
lm∂n)

= ∂kΓm
jl δ

i
m + Γm

jlΓ
n
kmδ

i
n − ∂lΓm

kjδ
i
m − Γm

kjΓ
n
lmδ

i
n

= ∂kΓi
jl − ∂lΓi

kj + Γm
jlΓ

i
km − Γm

kjΓ
i
lm
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Par le corollaire 1.3.2.4, il n’y a que deux types de composantes à calculer, les autres se déduisant par
symétrie :

Ri
jil , Ri

jij .

Théorème 1.3.3.2: Valeurs des tenseurs de courbure et de Riemann

Soit i, j, k, l ∈ {0,1,2,3} distincts i.e. on a {0,1,2,3} = {i, j, k, l}.
(i) On a :

Ri
jil = −ui,jl + ui,j (uj,l − ui,l) + ul,jui,l

Rj
iil = −ηiηje2ui−2ujRi

jil

Rj
ili = −Rj

iil

Ri
jli = −Ri

jil

(ii) On a :

Ri
jij = − (ui,jj + ui,j (ui,j − uj,j)) − ηiηj (uj,ii + uj,i (uj,i − ui,i)) e2uj−2ui

− ηkηjui,kuj,ke2uj−2uk − ηlηjui,luj,le2uj−2ul

et :
Rj

iij = −ηiηjRi
jij .

(iii) Toutes les autres valeurs du tenseur de Riemann sont nulles.

Démonstration. (i) On a :

Ri
jil =∂iΓi

jl − ∂lΓi
ij + Γm

jlΓ
i
im − Γm

ijΓ
i
lm

= − ∂lΓi
ij + Γ

j
jlΓ

i
ij + Γl

jlΓ
i
il − Γi

ijΓ
i
li

= − ∂l (ui,j) + uj,lui,j + ul,jui,l − ui,jui,l
= − ui,jl + ui,j (uj,l − ui,l) + ul,jui,l
= = −ui,jl + ui,j (uj,l − ui,l) + ul,jui,l

(ii) On a :

Ri
jij =∂iΓi

jj − ∂jΓi
ij + Γm

jjΓ
i
im − Γm

ijΓ
i
jm

=∂iΓi
jj − ∂jΓi

ij + Γm
jjΓ

i
im − Γi

ijΓ
i
ji − Γ

j
ijΓ

i
jj

=∂i (−ηiηjuj,ie2uj−2ui) − ∂j (ui,j) + (−ηmηjuj,me2uj−2um)ui,m − u2i,j − uj,i (−ηiηjuj,ie2uj−2ui)
= − (ui,jj + ui,j (ui,j − uj,j)) − ηiηj (uj,ii + uj,i (uj,i − ui,i)) e2uj−2ui

− ηkηjui,kuj,ke2uj−2uk − ηlηjui,luj,le2uj−2ul

1.3.4 Calculs pratiques de la 2-forme de courbure dans C⊥ et C ∗
⊥

Soit deux champs de vecteurs X et Y . Pour tout champ de vecteur ∂j , l’élément R(X,Y )∂j est un champ
de vecteurs, donc il se décompose dans la base C⊥. On en déduit la définition des 2-formes de courbures.
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Définition 1.3.4.1: Les applications de courbures

Soit deux champs de vecteurs X et Y et i, j ∈ {0,1,2,3}. On définit le champ scalaire Ωi
j(X,Y ) par :

Ωi
j(X,Y ) ∶= θi (R(X,Y )θj) .

On a donc une 2-forme Ωi
j ∈ Λ2(U) qui à tous champs de vecteurs X et Y associe le champ scalaire

Ωi
j(X,Y ). On a la décomposition :

R(X,Y )θj = Ωi
j(X,Y )θi.

Lemme 1.3.4.2: Propriétés usuelles

Soit i, j, k ∈ {0,1,2,3}.
(i) On a :

Ωi
j = dϖi

j +ϖi
k ∧ϖk

j

(ii) On a :
Ωk

j = −ηkηjΩj
k.

(iii) On a :
Ωk

k = 0.

Démonstration. (i) On a pour tous champs de vecteurs X et Y :

Ωi
j(X,Y )θi =R(X,Y )θj = ∇X∇Y θj −∇Y∇Xθj −∇[X,Y ]θj

=∇X (ϖi
j(Y )θi) −∇Y (ϖi

j(X)θi) −ϖi
j([X,Y ])θi

=X (ϖk
j(Y )) θk +ϖk

j(Y )∇Xθk − Y (ϖk
j(X)) θk −ϖk

j(X)∇Xθk −ϖi
j([X,Y ])θi

=X (ϖk
j(Y )) θk +ϖk

j(Y )ϖi
k(X)θi − Y (ϖk

j(X)) θk −ϖk
j(X)ϖi

k(Y )θi −ϖi
j([X,Y ])θi

=X (ϖi
j(Y )) θi +ϖk

j(Y )ϖi
k(X)θi − Y (ϖi

j(X)) θi −ϖk
j(X)ϖi

k(Y )θi −ϖi
j([X,Y ])θi

= (X (ϖi
j(Y )) +ϖk

j(Y )ϖi
k(X) − Y (ϖi

j(X)) −ϖk
j(X)ϖi

k(Y ) −ϖi
j([X,Y ])) θi

= (X (ϖi
j(Y )) − Y (ϖi

j(X)) −ϖi
j([X,Y ]) +ϖk

j(Y )ϖi
k(X) −ϖk

j(X)ϖi
k(Y )) θi

= (dϖi
j(X,Y ) + (ϖi

k ⊗ϖk
j −ϖk

j ⊗ϖi
k) (X,Y )) θi

= (dϖi
j +ϖi

k ∧ϖk
j) (X,Y )θi

Comme cela est vrai pour tous champs de vecteurs X, Y et θi, on a le résultat.

(ii) On a :

−ηkηjΩj
k = −ηkηj (dϖj

k +ϖj
i ∧ϖi

k)
= −ηkηjdϖj

k − ηkηjϖj
i ∧ϖi

k

= d (−ηkηjϖj
k) − (−ηiηjϖj

i) ∧ (−ηkηiϖi
k)

= dϖk
j −ϖi

j ∧ϖk
i

= dϖk
j +ϖk

i ∧ϖi
j

= Ωk
j

(iii) On a par (ii) :
Ωk

k = −ηkηkΩk
k = −Ωk

k

i.e. on a Ωk
k = 0.
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Lemme 1.3.4.3: Lemme préparatoire au calcul des deux formes Ωi
j

Soit i, j, k, l ∈ {0,1,2,3} distincts i.e. on a {0,1,2,3} = {i, j, k, l}, et p, q ≠ i, j.
(i) On a :

ϖi
p ∧ϖp

j = ui,pup,je−up−ujθi,p − ηpηjui,puj,pe−2upθi,j + ηiηjup,iuj,pe−ui−upθp,j .

(ii) On a :

dϖi
j = (ui,jq + ui,j (ui,q − uj,q)) e−uj−uqθq,i − ηiηj (uj,iq + uj,i (uj,q − ui,q)) e−ui−uqθq,j .

Démonstration. (i) On a :

ϖi
p ∧ϖp

j = (ui,pe−upθi − ηiηpup,ie−uiθp) ∧ (up,je−ujθp − ηpηjuj,pe−upθj)
= ui,pup,je−up−ujθi,p − ηpηjui,puj,pe−2upθi,j + ηiηjup,iuj,pe−ui−upθp,j

(ii) On a :

dϖi
j =d (ui,je−ujθi − ηiηjuj,ie−uiθj)
=d (ui,je−ujθi) − ηiηjd (uj,ie−uiθj)
=d (ui,je−uj) ∧ θi + ui,je−ujd (θi) − ηiηjd (uj,ie−ui) ∧ θj − ηiηjuj,ie−uid (θj)
= (ui,jq − ui,juj,q) e−ujdxq ∧ θi + ui,je−ujui,qe−uqθq,i

− ηiηj (uj,iq − uj,iui,q) e−uidxq ∧ θj − ηiηjuj,ie−uiuj,qe−uqθq,j

= (ui,jq + ui,j (ui,q − uj,q)) e−uj−uqθq,i − ηiηj (uj,iq + uj,i (uj,q − ui,q)) e−ui−uqθq,j

Proposition 1.3.4.4: Valeurs exactes des deux formes Ωi
j

On a :

Ωi
j = ∑

p≠i,j

[(ui,jp + ui,j (ui,p − uj,p) − ui,pup,j) e−up−ujθp,i + ηiηj (up,iuj,p − uj,ip + uj,i (ui,p − uj,p)) e−ui−upθp,j]

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(ui,jj + ui,j (ui,j − uj,j)) e−2uj + ηiηj (uj,ii + uj,i (uj,i − ui,i)) e−2ui + ηj ∑

p≠i,j

ηpui,puj,pe
−2up

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
θj,i

Démonstration. On a :

Ωi
j =dϖi

j + ∑
p≠i,j

ϖi
p ∧ϖp

j

= (ui,jq + ui,j (ui,q − uj,q)) e−uj−uqθq,i − ηiηj (uj,iq + uj,i (uj,q − ui,q)) e−ui−uqθq,j

+ ∑
p≠i,j

ui,pup,je
−up−ujθi,p − ηpηjui,puj,pe−2upθi,j + ηiηjup,iuj,pe−ui−upθp,j

= (ui,jj + ui,j (ui,j − uj,j)) e−uj−ujθj,i + (ui,jk + ui,j (ui,k − uj,k)) e−uj−ukθk,i

+ (ui,jl + ui,j (ui,l − uj,l)) e−uj−ulθl,i − ηiηj (uj,ii + uj,i (uj,i − ui,i)) e−ui−uiθi,j

− ηiηj (uj,ik + uj,i (uj,k − ui,k)) e−ui−ukθk,j − ηiηj (uj,il + uj,i (uj,l − ui,l)) e−ui−ulθl,j

+ ui,kuk,je−uk−ujθi,k − ηkηjui,kuj,ke−2ukθi,j + ηiηjuk,iuj,ke−ui−ukθk,j

+ ui,lul,je−ul−ujθi,l − ηlηjui,luj,le−2ulθi,j + ηiηjul,iuj,le−ui−ulθl,j
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= ∑
p≠i,j

[(ui,jp + ui,j (ui,p − uj,p) − ui,pup,j) e−uj−upθp,i − ηiηj (uj,ip + uj,i (uj,p − ui,p) − up,iuj,p) e−ui−upθp,j]

+
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(ui,jj + ui,j (ui,j − uj,j)) e−2uj + ηiηj (uj,ii + uj,i (uj,i − ui,i)) e−2ui + ηj ∑

p≠i,j

ηpui,puj,pe
−2up

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
θj,i

Exemple 1.3.4.5: Suite 5 de la métrique h

On reprend l’exemple avec la métrique h (voir 1.1.4.1, 1.1.5.1, 1.2.5.5, 1.2.6.3 et 1.2.6.5) avec :

u0(t, r) ∶= u(t, r) u1(t, r) ∶= v(t, r)
u2(t, r) ∶= b(t) + ln(r) u3(t, r, ϑ) ∶= b(t) + ln(r) + ln sin(ϑ)

● On a :

Ω1
0 = (u1,02 + u1,0 (u1,2 − u0,2) − u1,2u2,0) e−u2−u0θ2,1

+ η1η0 (u2,1u0,2 − u0,12 + u0,1 (u1,2 − u0,2)) e−u1−u2θ2,0

+ (u1,03 + u1,0 (u1,3 − u0,3) − u1,3u3,0) e−u3−u0θ3,1

+ η1η0 (u3,1u0,3 − u0,13 + u0,1 (u1,3 − u0,3)) e−u1−u3θ3,0

+ [(u1,00 + u1,0 (u1,0 − u0,0)) e−2u0 + η1η0 (u0,11 + u0,1 (u0,1 − u1,1)) e−2u1] θ0,1

+ [η0η2u1,2u0,2e−2u2 + η0η3u1,3u0,3e−2u3] θ0,1

= [(u1,00 + u1,0 (u1,0 − u0,0)) e−2u0 + η1η0 (u0,11 + u0,1 (u0,1 − u1,1)) e−2u1] θ0,1

= [(v̈ + v̇ (v̇ − u̇)) e−2u − (u′′ + u′ (u′ − v′)) e−2v] θ0,1

● On a :

Ω2
0 = (u2,01 + u2,0 (u2,1 − u0,1) − u2,1u1,0) e−u1−u0θ1,2

+ η2η0 (u1,2u0,1 − u0,21 + u0,2 (u2,1 − u0,1)) e−u2−u1θ1,0

+ (u2,03 + u2,0 (u2,3 − u0,3) − u2,3u3,0) e−u3−u0θ3,2

+ η2η0 (u3,2u0,3 − u0,23 + u0,2 (u2,3 − u0,3)) e−u2−u3θ3,0

+ [(u2,00 + u2,0 (u2,0 − u0,0)) e−2u0 + η2η0 (u0,22 + u0,2 (u0,2 − u2,2)) e−2u2] θ0,2

+ [η0η1u2,1u0,1e−2u1 + η0η3u2,3u0,3e−2u3] θ0,2

= (u2,0 (u2,1 − u0,1) − u2,1u1,0) e−u1−u0θ1,2 + [(u2,00 + u2,0 (u2,0 − u0,0)) e−2u0] θ0,2

+ η0η1u2,1u0,1e−2u1θ0,2

= (ḃ (r−1 − u′) − r−1v̇) e−u−vθ1,2 + [(b̈ + ḃ (ḃ − u̇)) e−2u − r−1u′e−2v] θ0,2

● On a :

Ω3
0 = (u3,01 + u3,0 (u3,1 − u0,1) − u3,1u1,0) e−u1−u0θ1,3

+ η3η0 (u1,3u0,1 − u0,31 + u0,3 (u3,1 − u0,1)) e−u3−u1θ1,0

+ (u3,02 + u3,0 (u3,2 − u0,2) − u3,2u2,0) e−u2−u0θ2,3

+ η3η0 (u2,3u0,2 − u0,32 + u0,3 (u3,2 − u0,2)) e−u3−u2θ2,0

+ [(u3,00 + u3,0 (u3,0 − u0,0)) e−2u0 + η3η0 (u0,33 + u0,3 (u0,3 − u3,3)) e−2u3] θ0,3

+ [η0η1u3,1u0,1e−2u1 + η0η2u3,2u0,2e−2u2] θ0,3

= (u3,0 (u3,1 − u0,1) − u3,1u1,0) e−u1−u0θ1,3 + (u3,0u3,2 − u3,2u2,0) e−u2−u0θ2,3

+ [(u3,00 + u3,0 (u3,0 − u0,0)) e−2u0 + η0η1u3,1u0,1e−2u1] θ0,3

= (ḃ (r−1 − u′) − r−1v̇) e−u−vθ1,3 + [(b̈ + ḃ (ḃ − u̇)) e−2u − r−1u′e−2v] θ0,3
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● On a :

Ω2
1 = (u2,10 + u2,1 (u2,0 − u1,0) − u2,0u0,1) e−u0−u1θ0,2

+ η2η1 (u0,2u1,0 − u1,20 + u1,2 (u2,0 − u1,0)) e−u2−u0θ0,1

+ (u2,13 + u2,1 (u2,3 − u1,3) − u2,3u3,1) e−u3−u1θ3,2

+ η2η1 (u3,2u1,3 − u1,23 + u1,2 (u2,3 − u1,3)) e−u2−u3θ3,1

+ [(u2,11 + u2,1 (u2,1 − u1,1)) e−2u1 + η2η1 (u1,22 + u1,2 (u1,2 − u2,2)) e−2u2] θ1,2

+ [η1η0u2,0u1,0e−2u0 + η1η3u2,3u1,3e−2u3] θ1,2

= (u2,1 (u2,0 − u1,0) − u2,0u0,1) e−u0−u1θ0,2

+ [(u2,11 + u2,1 (u2,1 − u1,1)) e−2u1 + η1η0u2,0u1,0e−2u0] θ1,2

= (r−1 (ḃ − v̇) − ḃu′) e−u−vθ0,2 + [−r−1v′e−2v − v̇ḃe−2u] θ1,2

● On a :

Ω3
1 = (u3,10 + u3,1 (u3,0 − u1,0) − u3,0u0,1) e−u0−u1θ0,3

+ η3η1 (u0,3u1,0 − u1,30 + u1,3 (u3,0 − u1,0)) e−u3−u0θ0,1

+ (u3,12 + u3,1 (u3,2 − u1,2) − u3,2u2,1) e−u2−u1θ2,3

+ η3η1 (u2,3u1,2 − u1,32 + u1,3 (u3,2 − u1,2)) e−u3−u2θ2,1

+ [(u3,11 + u3,1 (u3,1 − u1,1)) e−2u1 + η3η1 (u1,33 + u1,3 (u1,3 − u3,3)) e−2u3] θ1,3

+ [η1η0u3,0u1,0e−2u0 + η1η2u3,2u1,2e−2u2] θ1,3

= (u3,1 (u3,0 − u1,0) − u3,0u0,1) e−u0−u1θ0,3 + (u3,1u3,2 − u3,2u2,1) e−u2−u1θ2,3

+ [(u3,11 + u3,1 (u3,1 − u1,1)) e−2u1 + η1η0u3,0u1,0e−2u0] θ1,3

= (r−1 (ḃ − v̇) − ḃu′) e−u−vθ0,3 + [−r−1v′e−2v − v̇ḃe−2u] θ1,3

● On a :

Ω3
2 = (u3,20 + u3,2 (u3,0 − u2,0) − u3,0u0,2) e−u0−u2θ0,3

+ η3η2 (u0,3u2,0 − u2,30 + u2,3 (u3,0 − u2,0)) e−u3−u0θ0,2

+ (u3,21 + u3,2 (u3,1 − u2,1) − u3,1u1,2) e−u1−u2θ1,3

+ η3η2 (u1,3u2,1 − u2,31 + u2,3 (u3,1 − u2,1)) e−u3−u1θ1,2

+ [(u3,22 + u3,2 (u3,2 − u2,2)) e−2u2 + η3η2 (u2,33 + u2,3 (u2,3 − u3,3)) e−2u3] θ2,3

+ [η2η0u3,0u2,0e−2u0 + η2η1u3,1u2,1e−2u1] θ2,3

=u3,2 (u3,0 − u2,0) e−u0−u2θ0,3 + u3,2 (u3,1 − u2,1) e−u1−u2θ1,3

+ [(u3,22 + (u3,2)2) e−2u2 + η2η0u3,0u2,0e−2u0 + η2η1u3,1u2,1e−2u1] θ2,3

= [−r−2e−2b − (ḃ)2 e−2u + r−2e−2v] θ2,3

1.3.5 Calculs pratiques dans C⊥ et C ∗
⊥

On commence par un lien entre les Ri
jkl et les Ω

i
j .
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Lemme 1.3.5.1: Lien avec les 2-formes Ωi
j

On a :
Ri

jkl = Ωi
j (θk, θl) .

Démonstration. On a par définition des Ri
jkl :

Ri
jkl = θi (R (θk, θl) θj)
= θi (Ωl

j (θk, θl) θl)
= Ωl

j (θk, θl) δil
= Ωi

j (θk, θl)

On a donc :

Ri
jil = Ωi

j (θi, θl)
=dϖi

j (θi, θl) +ϖi
p ∧ϖp

j (θi, θl)

Le lemme suivant donne la valeur de chaque terme de droite.

Lemme 1.3.5.2: Lemme préparatoire au calcul des tenseurs de Riemann

Soit i, j, k, l tels que {0,1,2,3} = {i, j, k, l} et p ≠ i, j.
(i) (a) On a :

ϖi
p ∧ϖp

j (θi, θl) = δpl ui,lul,je
−ul−uj .

(b) On a :
ϖi

p ∧ϖp
j (θi, θj) = −ηpηjui,puj,pe−2up .

(ii) (a) On a :
dϖi

j (θi, θl) = − (ui,jl + ui,j (ui,l − uj,l)) e−uj−ul .

(b) On a :

dϖi
j (θi, θj) = − (ui,jj + ui,j (ui,j − uj,j)) e−2uj − ηiηj (uj,ii + uj,i (uj,i − ui,i)) e−2ui .

Démonstration. (i) (a) On a :

ϖi
p ∧ϖp

j (θi, θl) =ui,pup,je−up−ujθi,p (θi, θl) − ηpηjui,puj,pe−2upθi,j (θi, θl)
+ ηiηjup,iuj,pe−ui−upθp,j (θi, θl)
=ui,pup,je−up−ujθi,p (θi, θl)
=δpl ui,lul,je

−ul−uj

(b) On a :

ϖi
p ∧ϖp

j (θi, θj) =ui,pup,je−up−ujθi,p (θi, θj) − ηpηjui,puj,pe−2upθi,j (θi, θj)
+ ηiηjup,iuj,pe−ui−upθp,j (θi, θj)
= − ηpηjui,puj,pe−2upθi,j (θi, θj)
= − ηpηjui,puj,pe−2up
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(ii) (a) On a :

dϖi
j (θi, θl) = (ui,jq + ui,j (ui,q − uj,q)) e−uj−uqθq,i (θi, θl)

− ηiηj (uj,iq + uj,i (uj,q − ui,q)) e−ui−uqθq,j (θi, θl)
= (ui,jq + ui,j (ui,q − uj,q)) e−uj−uqθq,i (θi, θl)
= − (ui,jl + ui,j (ui,l − uj,l)) e−uj−ul

(b) On a :

dϖi
j (θi, θj) = (ui,jq + ui,j (ui,q − uj,q)) e−uj−uqθq,i (θi, θj)

− ηiηj (uj,iq + uj,i (uj,q − ui,q)) e−ui−uqθq,j (θi, θj)
= − δqj (ui,jq + ui,j (ui,q − uj,q)) e

−uj−uq − δqi ηiηj (uj,iq + uj,i (uj,q − ui,q)) e
−ui−uq

= − (ui,jj + ui,j (ui,j − uj,j)) e−2uj − ηiηj (uj,ii + uj,i (uj,i − ui,i)) e−2ui

On en déduit les valeurs exactes des composantes du tenseur de Riemann Ri
jkl.

Théorème 1.3.5.3: Valeurs des tenseurs de Riemann

Soit i, j, k, l tels que {0,1,2,3} = {i, j, k, l}.
(i) On a :

Ri
jil = − (ui,jl + ui,j (ui,l − uj,l) − ui,lul,j) e−uj−ul

Rj
iil = −ηiηjRi

jil

Rj
ili = −Rj

iil

Ri
jli = −Ri

jil

(ii) On a :

Ri
jij = − (ui,jj + ui,j (ui,j − uj,j)) e−2uj − ηiηj (uj,ii + uj,i (uj,i − ui,i)) e−2ui

− ηkηjui,kuj,ke−2uk − ηlηjui,luj,le−2ul

et :
Rj

iij = −ηiηjRi
jij .

(iii) Toutes les autres valeurs du tenseur de Riemann sont nulles.

Démonstration. (i) On a :

Ri
jil = Ωi

j (θi, θl)
=dϖi

j (θi, θl) +ϖi
p ∧ϖp

j (θi, θl)
=dϖi

j (θi, θl) +ϖi
k ∧ϖk

j (θi, θl) +ϖi
l ∧ϖl

j (θi, θl)
= − (ui,jl + ui,j (ui,l − uj,l)) e−uj−ul + ui,lul,je−ul−uj

= − (ui,jl + ui,j (ui,l − uj,l) − ui,lul,j) e−uj−ul
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(ii) On a :

Ri
jij =Ωi

j (θi, θj)
=dϖi

j (θi, θj) +ϖi
p ∧ϖp

j (θi, θj)
=dϖi

j (θi, θj) +ϖi
k ∧ϖk

j (θi, θj) +ϖi
l ∧ϖl

j (θi, θj)
= − (ui,jj + ui,j (ui,j − uj,j)) e−2uj − ηiηj (uj,ii + uj,i (uj,i − ui,i)) e−2ui

− ηkηjui,kuj,ke−2uk − ηlηjui,luj,le−2ul

(iii) Comme Ωi
i = 0, on a pour tous p, q :

Ri
ipq = 0.

Comme Ωi
j est une forme alternée, on a :

Rp
qii = 0.

Par l’expression générale trouvée des Ωi
j dans la proposition 1.3.4.4, Ri

jkl = 0.

On en déduit les valeurs dans le cas de la métrique h.

Exemple 1.3.5.4: Suite 6 de la métrique h

On reprend l’exemple avec la métrique h (voir 1.1.4.1, 1.1.5.1, 1.2.5.5, 1.2.6.3, 1.2.6.5 et 1.3.4.5) avec :

u0(t, r) ∶= u(t, r) u1(t, r) ∶= v(t, r)
u2(t, r) ∶= b(t) + ln(r) u3(t, r, ϑ) ∶= b(t) + ln(r) + ln sin(ϑ)

On étudie deux cas :
(1) Ri

jij , (2) Ri
jil.

(1) Calculs des Ri
jij.

● Cas où i ∶= 0. On a :

R0
101 = − (u0,11 + u0,1 (u0,1 − u1,1)) e−2u1

− η0η1 (u1,00 + u1,0 (u1,0 − u0,0)) e−2u0

− η2η1u0,2u1,2e−2u2 − η3η1u0,3u1,3e−2u3

= − (u0,11 + u0,1 (u0,1 − u1,1)) e−2u1 − η0η1 (u1,00 + u1,0 (u1,0 − u0,0)) e−2u0

= − (u′′ + u′ (u′ − v′)) e−2v−2b + (v̈ + v̇ (v̇ − u̇)) e−2b−2u

● Cas où j ∶= 2,3 (k ∶= 3,2). On a :

R0
j0j = − (u0,jj + u0,j (u0,j − uj,j)) e−2uj

− η0ηj (uj,00 + uj,0 (uj,0 − u0,0)) e−2u0

− η1ηju0,1uj,1e−2u1 − ηkηju0,kuj,ke−2uk

= − η0ηj (uj,00 + uj,0 (uj,0 − u0,0)) e−2u0 − η1ηju0,1uj,1e−2u1

= (b̈ + ḃ (ḃ − u̇)) e−2u − r−1u′e−2v

R1
j1j = − (u1,jj + u1,j (u1,j − uj,j)) e−2uj

− η1ηj (uj,11 + uj,1 (uj,1 − u1,1)) e−2u1

− η0ηju1,0uj,0e−2u0 − ηkηju1,kuj,ke−2uk

= − η1ηj (uj,11 + uj,1 (uj,1 − u1,1)) e−2u1 − η0ηju1,0uj,0e−2u0

= − r−1v′e−2v + v̇ḃe−2u
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● Cas où i ∶= 2. On a :

R2
323 = − (u2,33 + u2,3 (u2,3 − u3,3)) e−2u3

− η2η3 (u3,22 + u3,2 (u3,2 − u2,2)) e−2u2

− η0η3u2,0u3,0e−2u0 − η1η3u2,1u3,1e−2u1

= − η2η3 (u3,22 + (u3,2)2) e−2u2

− η0η3u2,0u3,0e−2u0 − η1η3u2,1u3,1e−2u1

=r−2e−2b + (ḃ)2 e−2u − r−2e−2v

Les autres termes se calculent par symétrie.

(2) Calculs des Ri
jil. On a :

Ri
jil = − (ui,jl + ui,j (ui,l − uj,l) + ui,lul,j) e−uj−ul

= − (ui,j (ui,l − uj,l) + ui,lul,j) e−uj−ul

● Cas où j, l = 3. On a :

Ri
3il = − (ui,3 (ui,l − u3,l) + ui,lul,3) e−u3−ul = 0

Ri
ji3 = − (ui,j (ui,3 − uj,3) + ui,3ul,j) e−uj−u3 = 0

● Cas où i ∶= 0,1 (donc j, l = 1,0 = 1 − i). On a :

Ri
2il = − (ui,2 (ui,l − u2,l) + ui,lul,2) e−u2−ul = 0

Ri
ji2 = − (ui,j (ui,2 − uj,2) + ui,2u2,j) e−uj−u2 = 0

● Cas où i ∶= 3. On a pour j, l = 0,1 :

R3
230 = − (u3,2 (u3,l − u2,l) − u3,lul,2) e−u2−ul

= − (u3,2 (u2,l − u2,l)) e−u2−ul

= 0
R3

j32 = − (u3,j (u3,2 − uj,2) − u3,2u2,j) e−uj−u2

= − (u3,ju3,2 − u3,2u2,j) e−uj−u2

= − (u2,ju3,2 − u3,2u2,j) e−uj−u2

= 0

● Cas où i ∶= 2,3. On a :

Ri
0i1 = − (ui,0 (ui,1 − u0,1) − ui,1u1,0) e−u0−u1

= − (ḃ (r−1 − u′) − r−1v̇) e−u−v

Ri
1i0 = − (ui,1 (ui,0 − u1,0) − ui,0u0,1) e−u1−u0

= − (r−1 (ḃ − v̇) − u′ḃ) e−u−v

Ce sont les seuls termes non nuls du type Ri
jil.
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1.4 Tenseur de Ricci

1.4.1 Généralités

Le tenseur de courbure R est de type (1,3), on peut donc contracter l’exposant avec le deuxième indice.

Définition 1.4.1.1: Le tenseur de Riemann

Le tenseur de Ricci est défini par :
Ric = [R]12

i.e. on a pour tous champs de vecteurs Y et Z :

Ric(Y,Z) = [R]12 (Y,Z).

1.4.2 Calcul des composantes dans E et E ∗

Définition 1.4.2.1: Le tenseur de Riemann

Les composantes du tenseur de Ricci dans E et E ∗ sont :

RRjl ∶=Ric(ej , el).

On a donc la décomposition :

Ric = RRjl ej ⊗ el.

On montre ensuite les propriétés usuelles du tenseur de Ricci. Pour le point (ii), on remarque que pour
tous champs de vecteurs Y et Z, on a une application linéaire de TM (en chaque point p de M , on a une
application linéaire de TpM) :

X z→R(X,Y )Z.

On peut donc regarder la trace de cette application linéaire.

Proposition 1.4.2.2: Propriétés usuelles

Soit j, k, l, n ∈ {0,1,2,3} et deux champs de vecteurs Y et Z.

(i) (Symétrie) On a :
RRjl = RRlj .

(ii) (a) On a :
Ric(Y,Z) = tr (X z→R(X,Y )Z) .

(b) On a :
RRjl = RRi

jil.

(iii) (Identité de Bianchi contractée) On a :

∇nRRjl −∇lRRjn = −∇kRR
k
jln.

Démonstration. (i) On utilise les trois premiers points de la proposition 1.3.2.3.

● Par le point (i), on a :

RRijkl +RRiklj +RRiljk = 0
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● Par le point (iii), on a :

gkiRRiklj = gikRRiklj

= −gikRRkilj

= −gkiRRikjl

i.e. on a :

gkiRRiklj = 0.

● Par le point (ii), on a :

0 = gki (RRijkl +RRiklj +RRiljk)
= RRk

jkl + 0 +RRk
ljk

= RRjl −RRk
lkj

= RRjl −RRlj

i.e. on a :

RRjl = RRlj .

(ii) On montre les deux points en même temps. On rappelle que pour tout endomorphisme ϕ de TM , la
trace de ϕ est définie par :

tr(ϕ) ∶= ei (ϕ(ei)) .

La trace est indépendante de la base choisie.

Comme :

R = RRi
mkn ei ⊗ em ⊗ ek ⊗ en

on a :

[R]12 = RRi
mkn e

k(ei)em ⊗ en

= RRi
mkn δ

k
i e

m ⊗ en

= RRi
min e

m ⊗ en

Ainsi on a :

Ric(ej , el) = [R]12 (ej , el)
= (RRi

min e
m ⊗ en) (ej , el)

= RRi
mkn e

m(ej)en(el)
= RRi

min δ
m
j δ

n
l

= RRi
jil

et d’un autre côté, on a :

tr (X z→R(X,ej)el) = ep (R(ep, ep)el)
= ep (RRi

mkn e
m(el)ek(ep)en(ej)ei)

= RRi
mkn δ

m
l δ

k
pδ

n
j e

p(ei)
= RRi

lpj δ
p
i

= RRi
lij

= RRi
jil

D’où le résultat par bilinéarité de Ric et de (Y,Z)z→ tr (X z→R(X,Y )Z).
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(iii) On utilise les point (ii) et (iv) de la proposition 1.3.2.3.

● Par le point (iv), on a :

∇nRRijkl +∇kRRijln +∇lRRijnk = 0.

∇nRRijkl +∇jRRiknl +∇kRRinjl = 0.

● Ainsi avec le point (ii), on a :

0 = gki (∇nRRijkl +∇kRRijln +∇lRRijnk)
= ∇nRR

k
jkl +∇kRR

k
jln +∇lRR

k
jnk

= ∇nRRjl +∇kRR
k
jln −∇lRR

k
jkn

i.e. on a :

∇nRRjl −∇lRRjn = −∇kRR
k
jln.

Exemple 1.4.2.3: Composantes du tenseur de Ricci dans les bases C et C⊥

(i) Les composantes du tenseur de Ricci dans C et C ∗ sont :

Rij ∶= Rk
ikj .

On a donc la décomposition :
Ric = Rjl dx

j ⊗ dxl.

(ii) Les composantes du tenseur de Ricci dans C⊥ et C ∗
⊥
sont :

Rij ∶= Rk
ikj .

On a donc la décomposition :
Ric = Rjl θ

j ⊗ θl.

On a :
Rij = e−ui−ujRij .

1.4.3 Calcul des composantes dans C et C ∗

Lemme 1.4.3.1: Propriétés usuelles

On a :
Rjl = ∂iΓi

jl − ∂lΓi
ij + Γ

p
jlΓ

i
ip − Γ

p
ijΓ

i
lp.

Démonstration. On a par la proposition 1.3.3.1 :

Rjl = Ri
jil

= ∂iΓi
jl − ∂lΓi

ij + Γ
p
jlΓ

i
ip − Γ

p
ijΓ

i
lp
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Notation 1.4.3.2: La notation chapeau

On note

ûi,i ∶=∑
k≠i

uk,i ûi,jj ∶=∑
k≠i

uk,jj û2i,i ∶=∑
k≠i

u2k,i ûij,j ∶= ∑
k≠i,j

uk,j ûij,jj ∶= ∑
k≠i,j

uk,jj

Théorème 1.4.3.3: Valeurs exactes des Rjl

Soit j, l ∈ {0,1,2,3} distincts. On a :

Rjl = −
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑
p≠j,l

up,jl − uj,lup,j − ul,jup,l + up,jup,l
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

Rjj = − (ûj,jj + û2j,j − uj,j ûj,j) − ηj∑
p≠j

ηp [uj,pp + uj,p (ûp,p − up,p)] e2uj−2up

Démonstration. On a deux cas.

● On a :

Rjl =∂iΓi
jl − ∂jΓi

li + Γi
ipΓ

p
jl − Γ

i
jpΓ

p
il

=∂jΓj
jl + ∂lΓ

l
jl − ∂jΓi

li + Γi
ijΓ

j
jl + Γ

i
ilΓ

l
jl − Γi

jpΓ
p
il

= −
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑
p≠j,l

up,jl − uj,lup,j − ul,jup,l + up,jup,l
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

● On a :

Rjj =∂iΓi
jj − ∂jΓi

ji + Γi
ipΓ

p
jj − Γ

i
jiΓ

i
ij − Γi

jjΓ
j
ij

=∂i (−ηjηiuj,ie2uj−2ui) − ∂jui,j + ui,p (−ηjηpuj,pe2uj−2up) − u2i,j − (−ηjηiuj,ie2uj−2ui)uj,i
= − ηjηi (uj,ii + 2uj,i (uj,i − ui,i)) e2uj−2ui − ui,jj − ηjηpui,puj,pe2uj−2up − u2i,j + ηjηiu2j,ie2uj−2ui

= − (ûj,jj + û2j,j − uj,j ûj,j) − ηj∑
p≠j

ηp [uj,pp + uj,p (ûp,p − up,p)] e−2up+2uj

On calculera dans la sous-section suivantes les valeurs des composantes du tenseur de Ricci.

1.4.4 Calcul des composantes dans C⊥ et C ∗
⊥

Lemme 1.4.4.1: Propriétés usuelles

On a :
Rjl = dωi

j (θi, θl) + ωi
k ∧ ωk

j (θi, θl) .

Démonstration. On a directement :

Rjl = Ωi
j (θi, θl)

= dωi
j (θi, θl) + ωi

k ∧ ωk
j (θi, θl)

On en redéduit les valeurs des composantes du tenseur de Ricci.
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Théorème 1.4.4.2: Valeurs exactes des Rjl

Soit i, j, k, l tels que {0,1,2,3} = {i, j, k, l} et p ≠ j, l. On a :

Rjl = −
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑
p≠j,l

up,jl − uj,lup,j − ul,jup,l + up,jup,l
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e−uj−ul

Rjj = − (ûj,jj + û2j,j − uj,j ûj,j) e−2uj − ηj∑
p≠j

ηp [uj,pp + uj,p (ûp,p − up,p)] e−2up

Démonstration. On a deux cas.

● Comme :
Rj

jjl = 0 , Rl
jll

on a :

Rjl =Rp
jpl

= ∑
p≠j,l

Rp
jpl

= −
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑
p≠j,l

up,jl − uj,lup,j − ul,jup,l + up,jup,l
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e−uj−ul

● Comme :
Rj

jjj = 0
on a :

Rjj =Rp
jpj

= Ri
jij +Rk

jkj +Rl
jlj

= − (ui,jj + ui,j (ui,j − uj,j)) e−2uj − ηiηj (uj,ii + uj,i (uj,i − ui,i)) e−2ui

− ηkηjui,kuj,ke−2uk − ηlηjui,luj,le−2ul

− (uk,jj + uk,j (uk,j − uj,j)) e−2uj − ηkηj (uj,kk + uj,k (uj,k − uk,k)) e−2uk

− ηiηjuk,iuj,ie−2ui − ηlηjuk,luj,le−2ul

− (ul,jj + ul,j (ul,j − uj,j)) e−2uj − ηlηj (uj,ll + uj,l (uj,l − ul,l)) e−2ul

− ηkηjul,kuj,ke−2uk − ηiηjul,iuj,ie−2ui

= −∑
p≠j

(up,jj + up,j (up,j − uj,j)) e−2uj

− ηlηj [(uj,ll + uj,l (uj,l + uk,l + ui,l − ul,l))] e−2ul

= − (ûj,jj + û2j,j − uj,j ûj,j) e−2uj − ηj∑
p≠j

ηp [uj,pp + uj,p (ûp,p − up,p)] e−2up

On en déduit les valeurs des composantes pour la métriques h.

Exemple 1.4.4.3: Suite 7 de la métrique h

On reprend l’exemple avec la métrique h (voir 1.1.4.1, 1.1.5.1, 1.2.5.5, 1.2.6.3, 1.2.6.5, 1.3.4.5,
et 1.3.5.4) avec :

u0(t, r) ∶= u(t, r) u1(t, r) ∶= v(t, r)
u2(t, r) ∶= b(t) + ln(r) u3(t, r, ϑ) ∶= b(t) + ln(r) + ln sin(ϑ)
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(1) Première méthode. On utilise le théorème 1.4.3.3. On traite les éléments non diagonaux puis
les éléments diagonaux.

● Termes nuls non diagonaux. On a :

R3l = −
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑
p≠3,l

−u3,lup,3 − ul,3up,l + up,3up,l
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e−u3−ul = 0

Rj3 = −
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑
p≠j,3

−uj,3up,j − ul,jup,3 + up,jup,3
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e−uj−u3 = 0.

R12 = −
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑

p≠1,2

−u1,2up,1 − u2,1up,2 + up,1up,2
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e−u1−u2 = − [−u2,1u3,2 + u3,1u3,2] e−u1−u2 = 0

R2l = −
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑
p≠2,l

−u2,lup,2 − ul,2up,l + up,2up,l
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e−u2−ul = − [−u2,lu3,2 + u3,2u3,l] e−u2−ul = 0

● Termes non nuls. On a :

R10 = −
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑

p≠1,0

up,10 − u1,0up,1 − u0,1up,0 + up,1up,0
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e−u1−u0

= − [−u1,0u2,1 − u0,1u2,0 + u2,1u2,0 − u1,0u3,1 − u0,1u3,0 + u3,1u3,0] e−u1−u0

= − 2 [−u1,0u2,1 − u0,1u2,0 + u2,1u2,0] e−u1−u0

= − 2 [−v̇r−1 − ḃu′ + ḃr−1] e−u−v

=2 [v̇r−1 + ḃ (u′ − r−1)] e−u−v

R00 = − [û0,00 + û20,0 − u0,0û0,0] e−2u0 − η0η1 [u0,11 + u0,1 (û1,1 − u1,1)] e−2u1

− η0η2 [u0,22 + u0,2 (û2,2 − u2,2)] e−2u2 − η0η3 [u0,33 + u0,3 (û3,3 − u3,3)] e−2u3

= − [û0,00 + û20,0 − u0,0û0,0] e−2u0 − η0η1 [u0,11 + u0,1 (û1,1 − u1,1)] e−2u1

= − [v̈ + 2b̈ + (v̇)2 + 2 (ḃ)2 − u̇ (v̇ + 2ḃ)] e−2u + [u′′ + u′ (u′ + 2r−1 − v′)] e−2v

R11 = − [û1,11 + û21,1 − u1,1û1,1] e−2u1 − η1η0 [u1,00 + u1,0 (û0,0 − u0,0)] e−2u0

− η1η2 [u1,22 + u1,2 (û2,2 − u2,2)] e−2u2 − η1η3 [u1,33 + u1,3 (û3,3 − u3,3)] e−2u3

= − [û1,11 + û21,1 − u1,1û1,1] e−2u1 − η1η0 [u1,00 + u1,0 (û0,0 − u0,0)] e−2u0

= − [u′′ + (u′)2 − v′ (u′ + 2r−1)] e−2v + [v̈ + v̇ (v̇ + 2ḃ − u̇)] e−2u

R22 = − (û2,22 + û22,2 − u2,2û2,2) e−2u2 − η2η0 [u2,00 + u2,0 (û0,0 − u0,0)] e−2u0

− η2η1 [u2,11 + u2,1 (û1,1 − u1,1)] e−2u1 − η2η3 [u2,33 + u2,3 (û3,3 − u3,3)] e−2u3

= − (û2,22 + û22,2) e−2u2 − η2η0 [u2,00 + u2,0 (û0,0 − u0,0)] e−2u0

− η2η1 [u2,11 + u2,1 (û1,1 − u1,1)] e−2u1

=r−2e−2b + [b̈ + ḃ (v̇ + 2ḃ − u̇)] e−2u − r−1 (u′ − v′ + r−1) e−2v

R33 = − (û3,33 + û23,3 − u3,3û3,3) e−2u3 − η3η0 [u3,00 + u3,0 (û0,0 − u0,0)] e−2u0

− η3η1 [u3,11 + u3,1 (û1,1 − u1,1)] e−2u1 − η3η2 [u3,22 + u3,2 (û2,2 − u2,2)] e−2u2

= − η3η0 [u3,00 + u3,0 (û0,0 − u0,0)] e−2u0 − η3η1 [u3,11 + u3,1 (û1,1 − u1,1)] e−2u1

− η3η2 [u3,22 + u3,2 (û2,2 − u2,2)] e−2u2

=r−2e−2b + [b̈ + ḃ (v̇ + 2ḃ − u̇)] e−2u − r−1 (u′ − v′ + r−1) e−2v

(2) Deuxième méthode. On utilise la définition 1.4.1.1.
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● Cas j ∶= 0. On a :

R00 =R0
000 +R1

010 +R2
020 +R3

030

=R1
010 + 2R2

020

= (u′′ + u′ (u′ − v′)) e−2v − (v̈ + v̇ (v̇ − u̇)) e−2u − 2 (b̈ + ḃ (ḃ − u̇)) e−2u + 2r−1u′e−2v

= − [v̈ + 2b̈ + (v̇)2 + 2 (ḃ)2 − u̇ (v̇ + 2ḃ)] e−2u + [u′′ + u′ (u′ + 2r−1 − v′)] e−2v

R01 =R0
001 +R1

011 +R2
021 +R3

031

=2R2
021

=2 (ḃ (u′ − r−1) + r−1v̇) e−u−v

R02 =R0
002 +R1

012 +R2
022 +R3

032 = 0
R03 =R0

003 +R1
013 +R2

023 +R3
033 = 0

● Cas j ∶= 1. On a :

R10 =R0
100 +R1

110 +R2
120 +R3

130

=2R2
120

=2R2
021

=R01

R11 =R0
101 +R1

111 +R2
121 +R3

131

=R0
101 + 2R2

121

= − (u′′ + u′ (u′ − v′)) e−2v + (v̈ + v̇ (v̇ − u̇)) e−2u

+ 2r−1v′e−2v + 2v̇ḃe−2u

= − [u′′ + (u′)2 − v′ (u′ + 2r−1)] e−2v + [v̈ + v̇ (v̇ + 2ḃ − u̇)] e−2u

R12 =R0
102 +R1

112 +R2
122 +R3

132 = 0
R13 =R0

103 +R1
113 +R2

123 +R3
133 = 0

● Cas j ∶= 2. On a :

R20 =R0
200 +R1

210 +R2
220 +R3

230 = 0
R21 =R0

201 +R1
211 +R2

221 +R3
231 = 0

R22 =R0
202 +R1

212 +R2
222 +R3

232

=R0
202 +R1

212 +R3
232

= (b̈ + ḃ (ḃ − u̇)) e−2u − u′r−1e−2v

+ r−1v′e−2v + v̇ḃe−2u

+ r−2 + (ḃ)2 e−2u − r−2e−2v

=r−2 + [b̈ + ḃ (v̇ + 2ḃ − u̇)] e−2u − r−1 (u′ − v′ + r−1) e−2v

R23 =R0
203 +R1

213 +R2
223 +R3

233 = 0
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● Cas j ∶= 3. On a :

R30 =R0
300 +R1

310 +R2
320 +R3

330 = 0
R31 =R0

301 +R1
311 +R2

321 +R3
331 = 0

R32 =R0
302 +R1

312 +R2
322 +R3

332 = 0
R33 =R0

303 +R1
313 +R2

323 +R3
333

=R0
303 +R1

313 +R2
323

=R0
202 +R1

212 +R3
232

=R22

Donc les matrices Rjl et Rjl sont de la forme :

Rjl =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

R00 R01 0 0
R10 R11 0 0
0 0 R22 0
0 0 0 R33

⎞
⎟⎟⎟
⎠

, Rjl =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

R00 R01 0 0
R10 R11 0 0
0 0 R22 0
0 0 0 R33

⎞
⎟⎟⎟
⎠

avec :

R00 = − [v̈ + 2b̈ + (v̇)2 + 2 (ḃ)
2 − u̇ (v̇ + 2ḃ)] e−2u + [u′′ + u′ (u′ + 2r−1 − v′)] e−2v

R00 = − [v̈ + 2b̈ + (v̇)2 + 2 (ḃ)
2 − u̇ (v̇ + 2ḃ)] + [u′′ + u′ (u′ + 2r−1 − v′)] e2u−2v

R01 =2 (ḃ (u′ − r−1) + r−1v̇) e−u−v

R01 =2 (ḃ (u′ − r−1) + r−1v̇)

R11 = − [u′′ + (u′)
2 − v′ (u′ + 2r−1)] e−2v + [v̈ + v̇ (v̇ + 2ḃ − u̇)] e−2u

R11 = − [u′′ + (u′)
2 − v′ (u′ + 2r−1)] + [v̈ + v̇ (v̇ + 2ḃ − u̇)] e−2u+2v

R22 =R33 = r−2 + [b̈ + ḃ (v̇ + 2ḃ − u̇)] e−2u − r−1 (u′ − v′ + r−1) e−2v

R22 =1 + r2 [b̈ + ḃ (v̇ + 2ḃ − u̇)] e−2u − r1 (u′ − v′ + r−1) e−2v

R33 = sin2 ϑR22

1.5 Courbure scalaire

Définition 1.5.0.1: La courbure scalaire

La courbure scalaire est définie par :

S ∶= [[Ric]1]1
1
.

Comme les opérations [●]11 et [●]1 sont indépendantes de la base choisie, S est aussi indépendante de la
base choisie.

Proposition 1.5.0.2: Propriétés usuelles

(i) (a) On a :
S = trgRic.

Calculs pratiques en relativité générale 74 David Pigeon
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(b) On a :
S = ggikRRik.

(ii) (Identité de Bianchi deux fois contractées)

(a) On a :

∇lRRlj =
1

2
∇jS

∇kRR
k
j =

1

2
∇jS

ggkl∇kRRlj =
1

2
∇jS

(b) On a :

[[Ric]1]1
2
= 1

2
dS

div[Ric]1 = 1

2
dS

divgRic = 1

2
dS

Démonstration. (i) Comme :

[Ric]1 ∶ (α,X)z→ g∗ (α,Ric(●,X))
Ric = RRkl e

k ⊗ el

on a :

[Ric]1(ei, ej) = g∗ (ei,Ric(●, ej))
= g∗ (ei,RRkl e

l(ej)ek)
= g∗ (ei,RRkl δ

l
je

k)
= g∗ (ei,RRkj e

k)
= RRkjg

∗ (ei, ek)
= RRkjgg

ik

et on a :

S = tr ([Ric]1)
= ei ([Ric]1(●, ei))
= ei (RRj

l e
l(ei)ej)

= RRj
l δ

l
ie

i (ej)
= RRj

i δ
i
j

= RRi
i

= ggikRRki

(ii) (a) Par l’identité de Bianchi contractée (voir la proposition 1.4.2.2), on a :

∇nRRjl −∇lRRjn +∇kRR
k
jln = 0.
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Comme :

ggnl∇kRR
k
njl = ggnlggkp∇kRRpnjl

= ggnl∇pRRpnjl

= ggnl∇pRRnplj

= ∇pRRl
plj

= ∇pRRpj

= ∇pRRjp

on a alors en recontractant :

0 = ggnl (∇nRRjl −∇jRRnl +∇kRR
k
njl)

= ggnl∇nRRjl − ggnl∇jRRnl + ggnl∇kRR
k
njl

= ∇lRRjl −∇jS +∇pRRjp

i.e. on a :

∇lRRjl =
1

2
∇jS .

Pour les deux autres égalités, il suffit de remarquer que :

∇lRRjl = ggkl∇kRRjl

= ∇kRR
k
j

(b) On se place dans la base C . Comme :

divgRic = [∇ [Ric]1]1
2

on a :

divgRic(∂j) = [∇ [Ric]1]1
2
(∂j)

=∇kRR
k
j

=1
2
∇jS

=1
2
dS (∂j)

Comme cela est vrai pour tout j, on a :

divgRic = 1

2
dS .

Exemple 1.5.0.3: Exemples de calculs dans les bases C et C⊥

On a donc :
S = gjjRjj = ηjjRjj .

On peut montrer la dernière égalité directement sans utiliser l’invariance par changement de base.
Comme gjl et ηjl sont diagonales, on a :

S = gjlRjl

= gjjRjj
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= gjje2ujRjj

= gjjηjgjjRjj

= ηjRjj

1.5.1 Calculs pratiques dans C et C ∗

Proposition 1.5.1.1: Valeur en fonction des symboles de Christoffel

On a :
S = gkl (∂iΓi

kl − ∂kΓi
li + Γi

ipΓ
p
kl − Γ

i
kpΓ

p
il) .

Démonstration. On a par le lemme 1.5.0.2 :

S = gklRkl.

Comme :

Rkl = ∂iΓi
kl − ∂kΓi

li + Γi
ipΓ

p
kl − Γ

i
kpΓ

p
il

on a :

S = gkl (∂iΓi
kl − ∂kΓi

li + Γi
ipΓ

p
kl − Γ

i
kpΓ

p
il) .

Corollaire 1.5.1.2: Valeur exacte

On a :
S = −∑

k

ηk (2ûk,kk + û2k,k − 2uk,kûk,k + (ûk,k)
2) e−2uk .

Démonstration. On a :

S =gkl (∂iΓi
kl − ∂kΓi

li + Γi
ipΓ

p
kl − Γ

i
kpΓ

p
il)

=gkk (∂iΓi
kk − ∂kΓi

ki + Γi
ipΓ

p
kk − Γ

i
kiΓ

i
ik − Γi

kkΓ
k
ik)

=ηk (∂i (−ηkηiuk,ie2uk−2ui) − ∂kui,k + ui,p (−ηkηpuk,pe2uk−2up) − u2i,k − (−ηkηiuk,ie2uk−2ui)uk,i) e−2uk

=ηk (−ηkηi (uk,ii + 2uk,i (uk,i − ui,i)) e2uk−2ui − ui,kk − ηkηpui,puk,pe2uk−2up − u2i,k + ηkηiu2k,ie2uk−2ui) e−2uk

= − ηi (uk,ii + 2uk,i (uk,i − ui,i)) e−2ui − ηkui,kke−2uk − ηpui,puk,pe−2up − ηku2i,ke−2uk + ηiu2k,ie−2ui

= − ηk (ui,kk + 2ui,k (ui,k − uk,k)) e−2uk − ηkui,kke−2uk − ηkui,kup,ke−2uk − ηku2i,ke−2uk + ηku2i,ke−2uk

= − ηk (ui,kk + 2ui,k (ui,k − uk,k) − ui,kk − ui,kup,k + u2i,k + u2i,k) e−2uk

= − ηk (2ui,k (ui,k − uk,k) − ui,kup,k + u2i,k) e−2uk

= − ηk (2(u2i,k − ui,kuk,k) − ui,kup,k) e−2uk

= −∑
k

ηk (2ûk, kk + û2k, k − 2uk,kûk, k + (ûk, k)2) e−2uk

On calcule avec la métrique h, la valeur de S en fin de sous-section suivante.
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1.5.2 Calculs pratiques dans C⊥ et C ∗
⊥

Par la formule :

S = ηjRjj

on en déduit la valeur de la courbure scalaire.

Théorème 1.5.2.1: Valeur du tenseur scalaire

On a :
S = −∑

k

ηk (2ûk,kk + û2k,k − 2uk,kûk,k + (ûk,k)
2) e−2uk .

Démonstration. On a :

S =ηjRjj

= −∑
j

ηje
−2uj ∑

k≠j

(uk,jj + uk,j (uk − uj),j) −∑
j
∑
k≠j

ηk
⎛
⎝
uj,kk + uj,k (−uk +∑

i≠k

ui)
,k

⎞
⎠
e−2uk

= −∑
k

∑
j≠k

ηk
⎛
⎝
uj,kk + uj,k (−uk +∑

i≠k

ui)
,k

⎞
⎠
e−2uk −∑

k

∑
j≠k

ηke
−2uk (uj,kk + uj,k (uj − uk),k)

= −∑
k

ηke
−2uk ∑

j≠k

⎛
⎜
⎝
2uj,kk + uj,k

⎛
⎝
2uj − 2uk + ∑

i≠j,k

ui
⎞
⎠
,k

⎞
⎟
⎠

= −∑
k

ηk (2ûk,kk + û2k,k − 2uk,kûk,k + (ûk,k)
2) e−2uk

Exemple 1.5.2.2: Suite 8 de la métrique h

On reprend l’exemple avec la métrique h (voir 1.1.4.1, 1.1.5.1, 1.2.5.5, 1.2.6.3 , 1.2.6.5, 1.3.4.5 , 1.3.5.4
et 1.4.4.3) avec :

u0(t, r) ∶= u(t, r) u1(t, r) ∶= v(t, r)
u2(t, r) ∶= b(t) + ln(r) u3(t, r, ϑ) ∶= b(t) + ln(r) + ln sin(ϑ)

On calcule Scal de deux façons différentes.

(1) Par le théorème 1.5.2.1, on a :

S = − η0 (2û0,00 + û20,0 − 2u0,0û0,0 + (û0,0)
2) e−2u0

− η1 (2û1,11 + û21,1 − 2u1,1û1,1 + (û1,1)
2) e−2u1

− η2 (2û2,22 + û22,2 − 2u2,2û2,2 + (û2,2)
2) e−2u2

= − (2 (v̈ + 2b̈) + (v̇)2 + 2 (ḃ)2 − 2u̇ (v̇ + 2ḃ) + (v̇ + 2ḃ)2) e−2u

+ (2 (u′′ − 2r−2) + (u′)2 + 2r−2 − 2v′ (u′ + 2r−1) + (u′ + 2r−1)2) e−2v

− 2r−2e−2b

= − 2 [v̈ + 2b̈ + (v̇)2 + 3 (ḃ)2 − u̇v̇ − 2u̇ḃ + 2v̇ḃ] e−2u

+ 2 [u′′ − 2r−2 + (u′)2 + 3r−2 − u′v′ + 2r−1(u′ − v′)u′] e−2v − 2r−2e−2b
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CHAPITRE 1. CALCULS DES OBJETS ASSOCIÉS À LA COURBURE POUR LES MÉTRIQUES
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(2) Par la définition 1.5.0.1, on a :

S =ηjRjj

=η0R00 + η1R11 + η2R22 + η3R33

=R00 −R11 − 2R22

= − [v̈ + 2b̈ + (v̇)2 + 2 (ḃ)2 − u̇ (v̇ + 2ḃ)] e−2u + [u′′ + u′ (u′ + 2r−1 − v′)] e−2v

+ [u′′ + (u′)2 − v′ (u′ + 2r−1)] e−2v − [v̈ + v̇ (v̇ + 2ḃ − u̇)] e−2u

− 2r−2 − 2 [b̈ + ḃ (v̇ + 2ḃ − u̇)] e−2u + 2r−1 (u′ − v′ + r−1) e−2v

= − 2 [v̈ + 2b̈ + (v̇)2 + 3 (ḃ)2 − u̇v̇ − 2u̇ḃ + 2v̇ḃ] e−2u

+ 2 [u′′ − 2r−2 + (u′)2 + 3r−2 − u′v′ + 2r−1(u′ − v′)u′] e−2v − 2r−2e−2b

On voit l’efficacité de la première méthode qui donne directement une très bonne factorisation.

1.6 Tenseur d’Einstein

Définition 1.6.0.1: Le tenseur d’Einstein

Le tenseur d’Einstein est défini par :

G ∶=Ric − 1

2
S g.

i.e. pour tous champs de vecteurs X et Y , on a :

G (X,Y ) =Ric(X,Y ) − 1

2
S g(X,Y ).

On définit ensuite les composantes de G dans la base E .

Définition 1.6.0.2: Les composantes du tenseur d’Einstein dans E et E ∗

Les composantes du tenseur de Ricci dans E et E ∗ sont :

GGjl ∶= G (ej , el).

Proposition 1.6.0.3: Propriétés simples du tenseur d’Einstein dans E et E ∗

(i) (Symétrie)

(a) On a :
G (X,Y ) = G (Y,X).

(b) On a :
GGjl = GGlj .

(ii) (Identité de Bianchi deux fois contractées)

(a) On a :

∇lGGlj = 0
∇kGG

k
j = 0

ggkl∇kGGlj = 0

David Pigeon 79 Calculs pratiques en relativité générale
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(b) On a :

[[G ]1]1
2
= 0

div[G ]1 = 0
divgG = 0

Démonstration. (i) (Symétrie)

(a) Comme Ric et g sont symétriques, on a :

G (X,Y ) =Ric(X,Y ) − 1

2
S g(X,Y )

=Ric(Y,X) − 1

2
S g(Y,X)

= G (Y,X)

(b) On a :

GGjl = G (ej , el)
= G (el, ej)
= GGlj .

(ii) On a par la proposition 1.5.0.2 :

∇nRRnl =
1

2
∇lS

i.e. on a :

∇nRRnl =
1

2
ggnl∇nS .

Ainsi on a par linéarité de ∇ :

∇nGGnl = ∇n (RRnl −
1

2
ggnlS )

= 0

Exemple 1.6.0.4: Composantes du tenseur d’Einstein dans les bases C et C⊥

(i) Les composantes du tenseur d’Einstein dans C et C ∗ sont :

Gjl ∶= Rjl −
1

2
gjlS .

On a donc la décomposition :
G = Gjl dx

j ⊗ dxl.

(ii) Les composantes du tenseur d’Einstein dans C⊥ et C ∗
⊥
sont :

Gjl ∶= Rjl −
1

2
ηjlS .

On a donc la décomposition :
G = Gjl θ

j ⊗ θl.

On a :
Gij = e−ui−ujGij .
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Théorème 1.6.0.5: Valeur du tenseur d’Einstein

Soit j, l ∈ {0,1,2,3} distincts.
(i) On a :

Gjl = −
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑
p≠j,l

up,jl − uj,lup,j − ul,jup,l + up,jup,l
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e−uj−ul

Gjl = −
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑
p≠j,l

up,jl − uj,lup,j − ul,jup,l + up,jup,l
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

(ii) On a :

Gjj =
1

2
[(ûj,j)2 − û2j,j] e−2uj + ηj∑

k≠j

ηk [ûjk,kk +
1

2
û2k,k +

1

2
ûk,k (ûjk,k − 2uk,k − uj,k) + uj,kuk,k] e−2uk

Gjj =
1

2
[(ûj,j)2 − û2j,j] + ηj∑

k≠j

ηk [ûjk,kk +
1

2
û2k,k +

1

2
ûk,k (ûjk,k − 2uk,k − uj,k) + uj,kuk,k] e2uj−2uk

Démonstration. (i) On a :

Gjl = Rjl = −
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑
p≠j,l

up,jl − uj,lup,j − ul,jup,l + up,jup,l
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e−uj−ul .

(ii) On a :

Gjj =Rjj −
1

2
ηjR

= − (ûj,jj + û2j,j − ûj,juj,j) e−2uj − ηj∑
k≠j

ηk (uj,kk + uj,k (ûk,k − uk,k)) e−2uk

+ 1

2
ηj∑

k

ηk (2ûk,kk + û2k,k − 2uk,kûk,k + (ûk,k)
2) e−2uk

= − (ûj,jj + û2j,j − ûj,juj,j) e−2uj − ηj∑
k≠j

ηk (uj,kk + uj,k (ûk,k − uk,k)) e−2uk

+ 1

2
ηj∑

k≠j

ηk (2ûk,kk + û2k,k − 2uk,kûk,k + (ûk,k)
2) e−2uk

+ 1

2
(2ûj,jj + û2j,j − 2uj,j ûj,j + (ûj,j)

2) e−2uj

=1
2
[(ûj,j)2 − û2j,j] e−2uj +

1

2
ηj∑

k≠j

ηk (2ûk,kk + û2k,k − 2uk,kûk,k + (ûk,k)
2 − 2uj,kk − 2uj,k (ûk,k − uk,k)) e−2uk

=1
2
[(ûj,j)2 − û2j,j] e−2uj + ηj∑

k≠j

ηk [ûk,kk − uj,kk +
1

2
û2k,k +

1

2
ûk,k (ûk,k − 2uk,k − 2uj,k) + uj,kuk,k] e−2uk

=1
2
[(ûj,j)2 − û2j,j] e−2uj + ηj∑

k≠j

ηk [ûjk,kk +
1

2
û2k,k +

1

2
ûk,k (ûjk,k − 2uk,k − uj,k) + uj,kuk,k] e−2uk

Exemple 1.6.0.6: Suite 9 de la métrique h

On reprend l’exemple avec la métrique h (voir 1.1.4.1, 1.1.5.1, 1.2.5.5, 1.2.6.3 , 1.2.6.5, 1.3.4.5
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, 1.3.5.4, 1.4.4.3 et 1.5.2.2) avec :

u0(t, r) ∶= u(t, r) u1(t, r) ∶= v(t, r)
u2(t, r) ∶= b(t) + ln(r) u3(t, r, ϑ) ∶= b(t) + ln(r) + ln sin(ϑ)

On a :

Gjj =
1

2
[(ûj,j)2 − û2j,j] e−2uj + ηj∑

k≠j

ηk [ûjk,kk +
1

2
û2k,k +

1

2
ûk,k (ûjk,k − 2uk,k − uj,k) + uj,kuk,k] e−2uk

● Cas j ∶= 0. On a :

G00 =
1

2
[(û0,0)2 − û20,0] e−2u0

+ η0η1 [û01,11 +
1

2
û21,1 +

1

2
û1,1 (û01,1 − 2u1,1 − u0,1) + u0,1u1,1] e−2u1

+ η0η2 [û02,22 +
1

2
û22,2 +

1

2
û2,2 (û02,2 − 2u2,2 − u0,2) + u0,2u2,2] e−2u2

+ η0η3 [û03,33 +
1

2
û23,3 +

1

2
û3,3 (û03,3 − 2u3,3 − u0,3) + u0,3u3,3] e−2u3

=1
2
[(v̇ + 2ḃ)2 − (v̇)2 − 2 (ḃ)2] e−2u

− [−2r−2 + 1

2
((u′)2 + 2r−2) + 1

2
(u′ + 2r−1) (2r−1 − 2v′ − u′) + u′v′] e−2v

+ r−2e−2b

=ḃ (2v̇ + ḃ) e−2u − r−1 (r−1 − 2v′) e−2v + r−2e−2b

● Cas j ∶= 1. On a :

G11 =
1

2
[(û1,1)2 − û21,1] e−2u1

+ η1η0 [û10,00 +
1

2
û20,0 +

1

2
û0,0 (û10,0 − 2u0,0 − u1,0) + u1,0u0,0] e−2u0

+ η1η2 [û12,22 +
1

2
û22,2 +

1

2
û2,2 (û12,2 − 2u2,2 − u1,2) + u1,2u2,2] e−2u2

+ η1η3 [û13,33 +
1

2
û23,3 +

1

2
û3,3 (û13,3 − 2u3,3 − u1,3) + u1,3u3,3] e−2u3

=1
2
[(u′ + 2r−1)2 − (u′)2 − 2 (u′)2] e−2v

− [2b̈ + 1

2
((v̇)2 + 2 (ḃ)2) + 1

2
(v̇ + 2ḃ) (2ḃ − 2u̇ − v̇) + u̇v̇] e−2u

− r−2e−2b

= [ḃ (2u̇ − 3ḃ) − 2b̈] e−2u + r−1 (2u′ + r−1) e−2v − r−2e−2b

● Cas j ∶= 2. On a :

G22 =
1

2
[(û2,2)2 − û22,2] e−2u2

+ η2η0 [û20,00 +
1

2
û20,0 +

1

2
û0,0 (û20,0 − 2u0,0 − u2,0) + u2,0u0,0] e−2u0

+ η2η1 [û21,11 +
1

2
û21,1 +

1

2
û1,1 (û21,1 − 2u1,1 − u2,1) + u2,1u1,1] e−2u1

+ η2η3 [û23,33 +
1

2
û23,3 +

1

2
û3,3 (û23,3 − 2u3,3 − u2,3) + u2,3u3,3] e−2u3

Calculs pratiques en relativité générale 82 David Pigeon
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= − [v̈ + b̈ + 1

2
((v̇)2 + 2 (ḃ)2) + 1

2
(v̇ + 2ḃ) (v̇ + ḃ − 2u̇ − ḃ) + u̇ḃ] e−2u

+ [u′′ − r−2 + 1

2
((u′)2 + 2r−2) + 1

2
(u′ + 2r−1) (u′ − 2v′) + r−1v′] e−2v

= [−v̈ − b̈ + (u̇ − v̇) (v̇ + ḃ) − (ḃ)2] e−2u + [u′′ + u′ (u′ − v′ + r−1) − r−1v′] e−2v

● Cas j ∶= 3. Comme R33 = R22, on a donc :

G33 = G22.

● On a :
G01 = G10 = R01 = 2 (ḃ (u′ − r−1) + r−1v̇) e−u−v.

Donc les matrices Gjl et Gjl sont de la forme :

Gjl =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

G00 G01 0 0
G10 G11 0 0
0 0 G22 0
0 0 0 G33

⎞
⎟⎟⎟
⎠

, Gjl =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

G00 G01 0 0
G10 G11 0 0
0 0 G22 0
0 0 0 G33

⎞
⎟⎟⎟
⎠

avec :

G00 =ḃ (2v̇ + ḃ) e−2u − r−1 (r−1 − 2v′) e−2v + r−2e−2b

G00 =ḃ (2v̇ + ḃ) − r−1 (r−1 − 2v′) e2u−2v + r−2e−2b+2u

G01 =2 (ḃ (u′ − r−1) + r−1v̇) e−u−v

G01 =2 (ḃ (u′ − r−1) + r−1v̇)
G11 = [ḃ (2u̇ − 3ḃ) − 2b̈] e−2u + r−1 (2u′ + r−1) e−2v − r−2e−2b

G11 = [ḃ (2u̇ − 3ḃ) − 2b̈] e−2u+2v + r−1 (2u′ + r−1) − r−2e−2b+2v

G22 =G33 = [−v̈ − b̈ + (u̇ − v̇) (v̇ + ḃ) − (ḃ)
2] e−2u + [u′′ + u′ (u′ − v′ + r−1) − r−1v′] e−2v

G22 =r2 [−v̈ − b̈ + (u̇ − v̇) (v̇ + ḃ) − (ḃ)
2] e−2u + r2 [u′′ + u′ (u′ − v′ + r−1) − r−1v′] e−2v

G33 = sin2 ϑG22
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Chapitre 2

Résolution pratique dans le cas des
métriques à symétrie sphérique

On étudie la métrique h traitée dans les exemples du chapitre précédent voir :

1.1.4.1, 1.1.5.1, 1.2.5.5, 1.2.6.3 , 1.2.6.5, 1.3.4.5 , 1.3.5.4, 1.4.4.3, 1.5.2.2, 1.6.0.6

h = e2u(t,r)dt⊗ dt − e2v(t,r)dr ⊗ dr − r2e2b(t) (dϑ⊗ dϑ + sin2 ϑdφ⊗ dφ)
= e2u(t,r)dt⊗ dt − e2v(t,r)dr ⊗ dr − r2e2b(t)hΩ

avec :
hΩ ∶= dϑ⊗ dϑ + sin2 ϑdφ⊗ dφ

la métrique sur la 2-sphère unité en coordonnées sphériques (voir le point (2) de l’exemple 1.1.3.3).

On notera au choix :
(0,1,2,3) ∶= (t, r, ϑ, ϕ)

Suite à l’article d’Einstein [3], plusieurs résolutions de l’équation de la relativité générale ont été données
dans des cas particuliers, voici des références pour celles traitées dans ce chapitre :

● métrique de Schwarzshild : [1], [18], [19], [20]

● métrique de Reissner-Nordström : [7], [12], [13]

● métrique FLRW : [4], [5], [10], [14], [15], [16], [20], [21],

2.1 Résolution générale

2.1.1 Objets associés à la courbure

Pour les calculs, nous aurons besoin des symboles de Christoffel et des composantes du tenseur d’Einstein.

D’après l’exemple 1.2.5.5, les symboles de Christoffel sont donnés par :

Γ0 =
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

u̇ u′ 0 0
u′ v̇e−2u+2v 0 0

0 0 r2ḃe2b−2u 0

0 0 0 r2ḃ sin2 ϑe2b−2u

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

Γ1 =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

u′e2u−2v v̇ 0 0
v̇ v′ 0 0

0 0 −re2b−2v 0

0 0 0 −r sin2 ϑe2b−2v

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Γ2 =
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0 ḃ 0
0 0 r−1 0

ḃ r−1 0 0
0 0 0 − cosϑ sinϑ

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

Γ3 =
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0 0 ḃ
0 0 0 r−1

0 0 0 cotϑ

ḃ r−1 cotϑ 0

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
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D’après l’exemple 1.6.0.6, les composantes non nulles du tenseur d’Einstein sont données par :

Dans les G00 = ḃ (2v̇ + ḃ) e−2u − r−1 (r−1 − 2v′) e−2v + r−2e−2b
bases G01 = 2 (ḃ (u′ − r−1) + r−1v̇) e−u−v

C⊥ et C ∗
⊥

G11 = [ḃ (2u̇ − 3ḃ) − 2b̈] e−2u + r−1 (2u′ + r−1) e−2v − r−2e−2b

G22 = [−v̈ − b̈ + (u̇ − v̇) (v̇ + ḃ) − (ḃ)2] e−2u + [u′′ + u′ (u′ − v′ + r−1) − r−1v′] e−2v

G33 = G22

Dans les G00 = e2uG00

bases = ḃ (2v̇ + ḃ) − r−1 (r−1 − 2v′) e2u−2v + r−2e−2b+2u
C et C ∗ G01 = eu+vG01

= 2 (ḃ (u′ − r−1) + r−1v̇)
G11 = e2vG11

= [ḃ (2u̇ − 3ḃ) − 2b̈] e−2u+2v + r−1 (2u′ + r−1) − r−2e−2b+2v
G22 = r2G22

= r2 [−v̈ − b̈ + (u̇ − v̇) (v̇ + ḃ) − (ḃ)2] e−2u + r2 [u′′ + u′ (u′ − v′ + r−1) − r−1v′] e−2v

G33 = r2 sin2 ϑG33

= −r2 sin2 ϑ [2b̈ + 3 (ḃ)2] e2b−2u + r2 sin2 ϑ [u′′ + (u′ + r−1) (u′ − v′)] e−2v

2.1.2 Forme du champ tensoriel Sjl

Suivant l’utilité que l’on fait des tenseurs, il est utile de monter ou descendre les indices (voir les sous-
sections 1.1.8 et 1.1.9). Les tenseurs ainsi obtenus sont reliés par des formules simples. On commence par
un exemple.

Exemple 2.1.2.1: Formes du tenseur énergie impulsion dans le cas d’un fluide parfait

Dans la littérature, on trouve comme exemple usuel de tenseur énergie impulsion, le tenseur énergie
impulsion dans le cas d’un fluide parfait en équilibre thermodynamique. On le trouve sous six formes
différentes équivalentes :

Tjl =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

ρc2 0 0 0
0 P 0 0
0 0 P 0
0 0 0 P

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Tjl =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

ρc2e2u 0 0 0
0 Pe2v 0 0
0 0 r2P 0
0 0 0 r2 sin2 ϑP

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Tj
l =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

ρc2 0 0 0
0 −P 0 0
0 0 −P 0
0 0 0 −P

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Tj
l =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

ρc2 0 0 0
0 −P 0 0
0 0 −P 0
0 0 0 −P

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Tjl =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

ρc2 0 0 0
0 P 0 0
0 0 P 0
0 0 0 P

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Tjl =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

ρc2e−2u 0 0 0
0 Pe−2v 0 0
0 0 r−2P 0
0 0 0 r−2 sin−2 ϑP

⎞
⎟⎟⎟
⎠

avec ρ la masse volumique du fluide et P la pression hydrostatique. Comme précisé avec la
notation T ou T et les indices, ces six tenseurs représentent le cas d’un fluide parfait dans le cas avec
ou sans tétrades et de type (2,0) ou (1,1) ou (0,2).
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Ces six tenseurs sont reliés par les formules standards (voir les résultats des sous-sections 1.1.8
et 1.1.9) :

Tj
j = h

jjTjj Tjj = hjjTj
j

Tj
j = η

jjTjj Tjj = ηjjTj
j

Tjj = e2ujTjj Tj
j = T

j
j Tjj = e−2ujTjj

On remarque que dans le cas où le tenseur Tjl est diagonal, on a :

Tj
j = T

j
j .

cela ne sera plus vrai si Tjl n’est pas diagonale.

On préférera les tenseurs Tjl et Tjl quand on utilisera l’équation d’Einstein et les tenseurs Tj
l et Tj

l
quand on utilisera l’identité de Bianchi.

L’équation d’Einstein s’écrit :

Dans les bases C⊥ et C ∗
⊥

Dans les bases C et C ∗

Gjl = Sjl Gjl = Sjl

.

avec un second membre valant dans le cas avec constante cosmologique :

Dans les bases C⊥ et C ∗
⊥

Dans les bases C et C ∗

Sjl ∶= −Ληjl + κTjl Sjl ∶= −Λgjl + κSjl

On a posé :

κ ∶= 8πG

c4
.

Comme Gjl et Gjl ne contiennent que deux termes non diagonaux non nuls qui sont égaux en positions
symétrique (j, l) ∶= (0,1) et (j, l) ∶= (1,0), on va regarder dans la suite de cette section, des tenseurs Sjl et
Sjl du type :

Sjl ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

S00 S01 0 0
S10 S11 0 0
0 0 S22 0
0 0 0 S33

⎞
⎟⎟⎟
⎠
∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

αe2u ξeu+v 0 0
ξeu+v βe2v 0 0
0 0 r2γ 0
0 0 0 r2 sin2 ϑγ

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Sjl =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

S00 S01 0 0
S10 S11 0 0
0 0 S22 0
0 0 0 S33

⎞
⎟⎟⎟
⎠
∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

α ξ 0 0
ξ β 0 0
0 0 γ 0
0 0 0 γ

⎞
⎟⎟⎟
⎠
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avec α(t, r), β(t, r), γ(t, r), ξ(t, r) des fonctions des variables t et r. On a donc :

Sjl = g
llSjl =

⎛
⎜⎜⎜
⎝

S00 S01 0 0

S10 S11 0 0

0 0 S22 0

0 0 0 S33

⎞
⎟⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

α ξe−u+v 0 0
−ξeu−v −β 0 0

0 0 −γ 0
0 0 0 −γ

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Sjl = η
llSjl =

⎛
⎜⎜⎜
⎝

S00 S01 0 0
S10 S11 0 0
0 0 S22 0
0 0 0 S33

⎞
⎟⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

α ξ 0 0
−ξ −β 0 0
0 0 −γ 0
0 0 0 −γ

⎞
⎟⎟⎟
⎠

On a matriciellement :

Dans les bases C⊥ et C ∗
⊥

Dans les bases C et C ∗

⎛
⎜⎜⎜
⎝

G00 G01 0 0
G10 G11 0 0
0 0 G22 0
0 0 0 G33

⎞
⎟⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

S00 S01 0 0
S10 S11 0 0
0 0 S22 0
0 0 0 S33

⎞
⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜
⎝

G00 G01 0 0
G10 G11 0 0
0 0 G22 0
0 0 0 G33

⎞
⎟⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

S00 S01 0 0
S10 S11 0 0
0 0 S22 0
0 0 0 S33

⎞
⎟⎟⎟
⎠

.

Ce qui nous donne dans les deux cas, les quatre équations fondamentales suivantes :

(E0 ∶ G00 = S00) ∶ ḃ (2v̇ + ḃ) e−2u − r−1 (r−1 − 2v′) e−2v + r−2e−2b = α
(E01 ∶ G01 = S01) ∶ (ḃ (u′ − r−1) + r−1v̇) e−u−v = ξ
(E1 ∶ G11 = S11) ∶ [ḃ (2u̇ − 3ḃ) − 2b̈] e−2u + r−1 (2u′ + r−1) e−2v − r−2e−2b = β

(E2 ∶ G22 = S22) ∶ [−v̈ − b̈ + (u̇ − v̇) (v̇ + ḃ) − (ḃ)
2] e−2u + [u′′ + u′ (u′ − v′ + r−1) − r−1v′] e−2v = γ

2.1.3 Utilisation de l’identité de Bianchi

D’après la proposition 1.6.0.3, l’identité de Bianchi deux fois contractées donne quatre équations pour
l ∈ {0,1,2,3} :

∇jG
j
l = 0.

Or par la proposition 1.2.5.2, on a :

∇jG
j
l = ∂jG

j
l + Γ

j
jkG

k
l − Γk

ljG
j
k.

Donc on a :

∇jG
j
l = ∂jG

j
l + Γ

j
jkG

k
l − Γk

ljG
j
k = 0.

Par l’égalité :

Gj
l = S

j
l

et par linéarité de ∇j , on en déduit les quatre égalités pour l ∈ {0,1,2,3} :

0 = ∇jS
j
l = ∂jS

j
l + Γ

j
jkS

k
l − Γk

ljS
j
k

La proposition qui suit donne les deux égalités non triviales déduites de ces quatre égalités.
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Proposition 2.1.3.1: Application de l’identité de Bianchi

L’identité :
∇jG

j
l = 0

est équivalente aux deux équations :

(B0 ∶ ∇jS
j
0 = 0) ∶ α̇ − [ξ′ + 2 (u′ + r−1) ξ] eu−v + 2ḃ (α + γ) − (u′α − v′β + 2r−1γ) + v̇β = 0

(B1 ∶ ∇jS
j
1 = 0) ∶ [ξ̇ + (v̇ − 2u̇ − 2ḃ) ξ] e

−u+v − β′ − (α + β)u′ + 2r−1 (γ − β) = 0

Démonstration. On a :

0 = ∇jS
j
l = ∂jS

j
l + Γ

j
jkS

k
l − Γk

ljS
j
k

On a quatre cas.

● Cas l ∶= 0. On a :

0 = ∇jS
j
0 = ∂jS

j
0 + Γ

j
jkS

k
0 − Γk

0jS
j
k

= ∂0S00 + ∂1S10 + Γj
j0S

0
0 + Γj

j1S
1
0 − Γ0

01S
1
0 − Γj

0jS
j
j

= α̇ − [ξ′ + (u′ − v′) ξ] eu−v + (u̇ + v̇ + 2ḃ)α − (u′ + v′ + 2r−1) ξeu−v − v̇α − (u̇α − v̇β − 2ḃγ)
= α̇ − [ξ′ + 2 (u′ + r−1) ξ] eu−v + 2ḃ (α + γ) − (u′α − v′β + 2r−1γ) + v̇β

● Cas l ∶= 1. On a :

0 = ∇jS
j
1 = ∂jS

j
1 + Γ

j
jkS

k
1 − Γk

1jS
j
k

= ∂0S01 + ∂1S11 + Γj
j0S

0
1 + Γj

j1S
1
1 − Γ1

10S
0
1 − Γj

1jS
j
j

= [ξ̇ + (v̇ − u̇) ξ] e−u+v − β′ − (u̇ + v̇ + 2ḃ) ξe−u+v − (u′ + v′ + 2r−1)β − v̇ξe−u+v − (u′α − v′β − 2r−1γ)
= [ξ̇ + (v̇ − 2u̇ − 2ḃ) ξ] e−u+v − β′ − (α + β)u′ + 2r−1 (γ − β)

● Cas l ∶= 2. On a :

0 = ∇jS
j
2 = ∂jS

j
2 + Γ

j
jkS

k
2 − Γk

2jS
j
k

= Γj
j2S

2
2 − Γj

2jS
j
j

= cotϑS22 − cotϑS33
= 0

● Cas l ∶= 3. On a :

0 = ∇jS
j
3 = ∂jS

j
3 + Γ

j
jkS

k
3 − Γk

3jS
j
k

= Γj
j3S

3
3 − Γj

3jS
j
j

= cotϑS22 − cotϑS33
= 0

Les deux derniers cas sont donc triviaux.
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2.1.4 Les six équations fondamentales

Les six équations fondamentales qui nous servirons tout au long de cette partie sont :

(E0 ∶ G00 = S00) ∶ ḃ (2v̇ + ḃ) e−2u − r−1 (r−1 − 2v′) e−2v + r−2e−2b = α
(E01 ∶ G01 = S01) ∶ (ḃ (u′ − r−1) + r−1v̇) e−u−v = ξ
(E1 ∶ G11 = S11) ∶ [ḃ (2u̇ − 3ḃ) − 2b̈] e−2u + r−1 (2u′ + r−1) e−2v − r−2e−2b = β

(E2 ∶ G22 = S22) ∶ [−v̈ − b̈ + (u̇ − v̇) (v̇ + ḃ) − (ḃ)
2] e−2u + [u′′ + u′ (u′ − v′ + r−1) − r−1v′] e−2v = γ

(B0 ∶ ∇jS
j
0 = 0) ∶ α̇ − [ξ′ + 2 (u′ + r−1) ξ] eu−v + 2ḃ (α + γ) − (u′α − v′β + 2r−1γ) + v̇β = 0

(B1 ∶ ∇jS
j
1 = 0) ∶ [ξ̇ + (v̇ − 2u̇ − 2ḃ) ξ] e

−u+v − β′ − (α + β)u′ + 2r−1 (γ − β) = 0

Les quatre premières sont déduites de l’équation de la relativité générale et les deux dernières sont dues aux
identités de Bianchi.

Les deux identités de Bianchi sont déduites de l’équation de la relativité générale mais à cause de leurs
importances dans les calculs on les considère comme deux équations fondamentales supplémentaires.

2.1.5 Cas où G et S sont diagonaux

Par l’équation (E01), on a les équivalences :

(i) Gjl et Sjl sont diagonaux ;

(ii) ξ = 0 ;
(iii) rḃu′ + v̇ − ḃ = 0.
La dernière équation est un critère difficilement exploitable en général. On a tout de même le résultat suivant
simple.

Proposition 2.1.5.1: Cas où ξ = 0

On se place dans le cas :
ξ = 0.

(i) On a équivalence entre :

(a) u′ = 0 i.e. u est indépendante de r ;

(b) v̇ = ḃ ;
(c) la fonction v se décompose en v(t, r) = b(t) + vr(r).

(ii) Supposons que :
ḃ = 0.

Alors v̇ = 0 i.e. v est indépendante de t.

Démonstration. (i) Par le point (iii) de l’équivalence citée avant la proposition et comme ξ = 0, on a :

rḃu′ + v̇ − ḃ = 0.

On a donc les équivalences entre :

● u′ = 0 ;
● v̇ − ḃ = 0 ;
● v̇ = ḃ.
Le dernier point est équivalent en intégrant à l’existence d’une fonction vr dépendant de r seulement
telle que :

v(t, r) = b(t) + vr(r).
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(ii) Supposons que :

ḃ = 0.

Alors on a par le point (iii) de l’équivalence citée avant la proposition :

v̇ = 0

i.e. v est indépendante de t.

Les deux cas étudiés dans cette proposition seront traités séparément, le premier dans la sous-section
suivante et le deuxième, plus long, sera traité dans la section suivante.

2.1.6 Cas où les fonctions u′ et ξ sont nulles.

On se place dans le cas où :

u′ = ξ = 0.

Donc il existe une constante c telle que :

eu = c.

Par le point (i) de la proposition 2.1.5.1, la fonction v est à variables séparées. On supposera que v s’écrit :

v(t, r) ∶= b(t) + v(r).

Ainsi la métrique étudiée est du type :

h = c2dt⊗ dt − e2b(t) (e2v(r)dr ⊗ dr + r2 (dϑ⊗ dϑ + sin2 ϑdφ⊗ dφ))

Dans toute cette sous-section, on considère un tenseur énergie impulsion qui vérifie les six équations
fondamentales du type :

Sjl ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

α(t, r) 0 0 0
0 β(t, r) 0 0
0 0 β(t, r) 0
0 0 0 β(t, r)

⎞
⎟⎟⎟
⎠

avec α,β des fonctions des variables t et r.

On a :

(B1 ∶ ∇jS
j
1 = 0) ∶ −β

′ = 0

Ainsi β ne dépend pas de r, donc on a :

β(t, r) = β(t).

L’équation (E01) est triviale, les cinq équations fondamentales deviennent :

(E0 ∶ G00 = S00) ∶ 3c−2 (ḃ)2 + r−1e−2b [(2v′ − r−1) e−2v + r−1] = α

(E1 ∶ G11 = S11) ∶ −c−2 [2b̈ + 3 (ḃ)
2] + r−2e−2b (e−2v − 1) = β

(E2 ∶ G22 = S22) ∶ −c−2 [2b̈ + 3 (ḃ)
2] − r−1v′e−2b−2v = β

(B0 ∶ ∇jS
j
0 = 0) ∶ α̇ + ḃ (2α + 3β) + (v′ − 2r−1)β = 0

(B1 ∶ ∇jS
j
1 = 0) ∶ −β

′ = 0
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Théorème 2.1.6.1: Métrique généralisée

Il existe k ∈ R telle que :

h = c2dt⊗ dt − e2b(t) ( 1

1 − kr2dr ⊗ dr + r2hΩ)

avec :

(ḃ)2 + kc2e−2b = αc
2

3

b̈ + (ḃ)2 = −c
2

6
(3β + α)

Démonstration. On montre le résultat en trois étapes :

(1) e−2v = 1 − kr2

(2) (ḃ)2 + kc2e−2b = αc
2

3

(3) b̈ + (ḃ)2 = −c
2

6
(3β + α)

(1) On donne deux méthodes.

(a) On a

0 = β − β
= G11 −G22

= −c−2 [2b̈ + 3 (ḃ)2] + r−2e−2b (e−2v − 1) + c−2 [2b̈ + 3 (ḃ)2] + r−1v′e−2b−2v

= r−1e−2b (r−1e−2v + v′e−2v − r−1)

Donc on a en posant g ∶= e−2v :

0 = r−1e−2v + v′e−2v − r−1

= r−1g − 1

2
g′ − r−1

Ainsi g est solution de l’équation différentielle :

(E) ∶ y′ − 2r−1y = −2r−1.

Les solutions homogènes sont engendrées par la fonction :

r z→ exp(2∫
r

1
r−1dr) = e2 ln(r) = r2.

On a la solution particulière constante :

r z→ 1.

Donc il existe une constante réelle k telle que :

g = 1 − kr2.

Donc on a :

e2v = 1

g
= 1

1 − kr2 .
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(b) Par (E1), en séparant les variables r et t, on a :

e2b (β + c−2 [2b̈ + 3 (ḃ)2]) = r−2 (e−2v − 1)

Ainsi il existe une constante k telle que :

r−2 (e−2v − 1) = −k

i.e. on a :

e2v = 1

1 − kr2 .

On obtient aussi une autre équation que l’on retrouve dans le point (3) :

e2b (β + c−2 [2b̈ + 3 (ḃ)2]) = −k

i.e. on a :
2b̈ + 3 (ḃ)2 + kc2e−2b = −βc2.

L’avantage de la deuxième méthode est qu’elle n’utilise que l’équation (E1).
(2) Comme :

g′ = −2kr
on a :

α = G00

= 3c−2 (ḃ)2 + r−1 (2v′ − r−1) e−2b−2v + r−2e−2b

= 3c−2 (ḃ)2 + r−1e−2b (2v′e−2v − r−1e−2v + r−1)

= 3c−2 (ḃ)2 + r−1e−2b (−g′ − r−1g + r−1)

= 3c−2 (ḃ)2 + r−1e−2b (2kr − r−1 + kr + r−1)

= 3c−2 (ḃ)2 + 3ke−2b

Donc on a :

ḃ + kc2e−2b = αc
2

3
.

(3) On a :

β = G22

= −c−2 (2b̈ + 3 (ḃ)2) − r−1v′e−2b−2v

= −c−2 (2b̈ + 3 (ḃ)2) − 1

2r
g′e−2b

= −c−2 (2b̈ + 3 (ḃ)2) − ke−2b

Donc on a les deux équations (la deuxième est le point (ii)) :

2b̈ + 3 (ḃ)2 + kc2e−2b = −βc2

(ḃ)2 + kc2e−2b = αc
2

3

Par différence de ces deux équations, on a donc :

b̈ + (ḃ)2 = −c
2

6
(3β + α)

Dans le corollaire suivant, on donne les relations avec les notations usuelles utilisées dans le cas de la
métrique de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker (FLRW).
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Corollaire 2.1.6.2: Autres versions

(i) Le facteur d’échelle est défini par :
a ∶= eb.

Alors il existe k ∈ R telle que :

h = c2dt⊗ dt − a(t)2 ( 1

1 − kr2dr ⊗ dr + r2hΩ)

avec :

( ȧ
a
)
2

+ kc
2

a2
= αc

2

3

ä

a
= −c

2

6
(3β + α)

(ii) Le paramètre d’Hubble est défini par :

H ∶= ḃ = ȧ
a
.

La courbure spatiale est définie par :

K ∶= ke−b = k
a
.

Alors on a :

(Ḣ)2 + Kc
2

a
= αc

2

3

Ḣ +H2 = −c
2

6
(3β + α)

Exemple 2.1.6.3: Exemple usuel

On reprend les notations de l’exemple 2.1.2.1. On se place dans le cas où :

α ∶= 8πG

c2
ρ −Λ , β ∶= 8πG

c4
P +Λ.

On a donc les équations de Friedmann-Lemâıtre :

( ȧ
a
)
2

+ kc
2

a2
= 8πG

3
ρ − Λc2

3
ä

a
= −8πG

c2
(P + ρc2) − Λ

3

2.2 Cas où les fonctions ḃ et ξ sont nulles.

On se place dans le cas où :

ḃ = 0 ∧ ξ = 0.

Par le point (ii) de la proposition 2.1.5.1, la fonction v est indépendante de la variable t i.e. v s’écrit :

v(t, r) ∶= v(r).
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CHAPITRE 2. RÉSOLUTION PRATIQUE DANS LE CAS DES MÉTRIQUES À SYMÉTRIE
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Ainsi la métrique étudiée est du type :

h = e2u(t,r)dt⊗ dt − e2v(r)dr ⊗ dr − r2 (dϑ⊗ dϑ + sin2 ϑdφ⊗ dφ)
= e2u(t,r)dt⊗ dt − e2v(r)dr ⊗ dr − r2hΩ

On considère dans toute cette sous-section, un tenseur énergie impulsion du type général :

Sjl ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

α(t, r) 0 0 0
0 β(t, r) 0 0
0 0 γ(t, r) 0
0 0 0 γ(t, r)

⎞
⎟⎟⎟
⎠

avec α,β, γ des fonctions des variables t et r.

Par l’équation :
(E0 ∶ G00 = S00) ∶ r−1 [(2v′ − r−1) e−2v + r−1] = α

et comme la partie gauche ne dépend que de r, on en déduit que α est indépendante de t i.e.

α(t, r) ∶= α(r).

L’équation (E01) est triviale, les cinq équations fondamentales deviennent :

(E0 ∶ G00 = S00) ∶ r−1 [(2v′ − r−1) e−2v + r−1] = α
(E1 ∶ G11 = S11) ∶ r−1 [(2u′ + r−1) e−2v − r−1] = β
(E2 ∶ G22 = S22) ∶ [u′′ + (u′ + r−1) (u′ − v′)] e−2v = γ
(B0 ∶ ∇jS

j
0 = 0) ∶ u′α − v′β + 2r−1γ = 0

(B1 ∶ ∇jS
j
1 = 0) ∶ −β

′ − (α + β)u′ + 2r−1 (γ − β) = 0

On pose :

A(r) ∶= ∫
r

0
α(r)r2dr.

Exemple 2.2.0.1: Trois exemples simples

Tout au long de cette section, on traitera comme exemples trois cas usuels (voir l’exemple 2.1.2.1 pour
les notations). On supposera que les fonctions ρ(r) et P (r) sont indépendantes de t.
(1) Cas du fluide parfait. On est dans le cas où (voir aussi l’exemple 2.1.2.1) :

Sjl ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

κρc2 0 0 0
0 κP 0 0
0 0 κP 0
0 0 0 κP

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Sjl ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

κρc2e2u 0 0 0
0 κPe2v 0 0
0 0 κr2P 0
0 0 0 κr2 sin2 ϑP

⎞
⎟⎟⎟
⎠

On est donc dans le cas où :
α ∶= κρc2 , β ∶= κP.

(2) Cas avec constante cosmologique. On est dans le cas où :

Sjl ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

−Λ 0 0 0
0 Λ 0 0
0 0 Λ 0
0 0 0 Λ

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Sjl ∶= κ
⎛
⎜⎜⎜
⎝

−Λe2u 0 0 0
0 Λe2v 0 0
0 0 r2Λ 0
0 0 0 r2 sin2 ϑΛ

⎞
⎟⎟⎟
⎠

On est donc dans le cas où :
α ∶= −Λ , β ∶= Λ.
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CHAPITRE 2. RÉSOLUTION PRATIQUE DANS LE CAS DES MÉTRIQUES À SYMÉTRIE
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(3) Cas du fluide parfait avec constante cosmologique. On est dans le cas où :

Sjl ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

κρ −Λ 0 0 0
0 κP +Λ 0 0
0 0 κP +Λ 0
0 0 0 κP +Λ

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Sjl ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

(κρ −Λ) e2u 0 0 0
0 (κP +Λ) e2v 0 0
0 0 r2 (κP +Λ) 0
0 0 0 r2 sin2 ϑ (κP +Λ)

⎞
⎟⎟⎟
⎠

On est donc dans le cas où :
α ∶= κρ −Λ , β ∶= κP +Λ.

A la fin de la section, on traitera un exemple plus compliqué avec une charge électrique.

2.2.1 Plan de la section

On traitera différents cas dans la section. Voici un plan succinct :

● Résolution générale. On ne suppose dans cette sous-section aucune hypothèse supplémentaire.

● Métrique extérieure. On suppose qu’il existe un réel R > 0 tel que pour tout r > R :

α(r) = −β(r)

et que la métrique est asymptotiquement plate i.e. on a :

lim
r→∞

gii = ηi.

On regarde donc ce qu’il se passe à l’extérieur d’une ”boule” de rayon R.

● Métrique intérieure. On garde les hypothèses de la métrique extérieure. On suppose de plus que α est
constante sur [0,R], que γ = β, que β est indépendante de t et que β est continue en r ∶= R.
On regarde donc ce qu’il se passe à l’extérieur d’une ”boule” de rayon R.

● Cas où β(r) = 0 pour r > R. On suppose les hypothèses du point d’avant en supposant que β (et donc
α) est nulle pour r > R.
● Exemple de la métrique Reissner–Nordström. On traite d’un exemple plus long avec une charge
électrique.

2.2.2 Résolution générale

On commence par des résultats généraux sur les fonctions apparaissant dans l’équation de la relativité
générale.

Théorème 2.2.2.1: Propriétés usuelles

(i) On a :

e2v = (1 − A
r
)
−1

.

(ii) On a :

u′ = r3β +A
2r(r −A) .
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(iii) On a :

β′ = − r3β +A
2r(r −A) (α + β) + 2

γ − β
r

.

Démonstration. (i) On a :

G00 = r−1e−2v (2v′ − r−1) + r−2

= r−2 (rv′e−2v + (1 − e−2v))

= r−2 d

dr
(r (1 − e−2v))

Par l’équation (E0), on a donc :

d

dr
(r (1 − e−2v)) = αr2

En intégrant, il existe une constante C telle que :

r (1 − e−2v) = ∫
r

0
α(r)r2dr +C = A +C

i.e. on a :

e−2v = 1 − 1

r
(A +C)

on a donc :

e2v = (1 − A +C
r
)
−1

.

Pour calculer la valeur de C, on se place au voisinage de r ∶= 0+. On peut supposer que α est constante
de valeur α0 sur ce voisinage de 0+. Donc on a dans ce voisinage de 0+ :

A(r) ≈ ∫
r

0
α0r

2dr ≈ α0
r3

3

donc on a :

e−2v ≈ 1 − α0r
3/3 +C
r

≈ 1 − α0r
2

3
+ C
r
.

Ainsi pour éviter une singularité dans la métrique en 0+, on prend :

C ∶= 0.

Ainsi on a :

e2v = (1 − A
r
)
−1

.

(ii) Comme :

e2v = (1 − A
r
)
−1

on a par (E1) :

β = G11

= r−1e−2v (2u′ + r−1) − r−2

= r−1 (1 − A
r
)(2u′ + r−1) − r−2

i.e. on a :

u′ = 1

2

rβ + r−1

1 − A
r

− 1

2
r−1 = r3β +A

2r(r − b) .
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(iii) On donne deux preuves.

(1) On a par (B1) :

β′ = − (α + β)u′ + 2r−1 (γ − β)

= − r3β +A
2r(r −A) (α + β) + 2

γ − β
r

(2) On donne une autre preuve sans utiliser l’identité de Bianchi. En dérivant l’équation

(E1) ∶ G11 = β

on a :

β′ = d

dr
G11

= d

dr
(e−2v (2r−1u′ + r−2) − r−2)

= e−2v (−4r−1v′u′ − 2r−2v′ − 2r−2u′ + 2r−1u′′ − 2r−3) + 2r−3

= 2r−1e−2v (−2v′u′ − r−1v′ − r−1u′ + u′′ − r−2) + 2r−3

= 2r−1 [−e−2v (−u′′ + u′v′ − (u′)2 + r−1(u′ + v′) + r−2)
[−u′e−2v (v′ + u′)] + 2r−3

= 2r−1 [e−2v (u′′ − u′v′ + (u′)2 + r−1(u′ − v′) − r−1 (2u′ + r−1) + r−2e2v − r−2e2v) − u′e−2v (v′ + u′)] + 2r−3

= 2r−1 [e−2v (e2vG11 − e2vG22 − r−2e2v) − u′e−2v (v′ + u′)] + 2r−3

= 2r−1 [β − γ − r−2 − u′e−2v (v′ + u′)] + 2r−3

= −2r−1u′ (v′ + u′) e−2v + 2γ − β
r

= − (G00 +G11)u′e−2v + 2
γ − β
r

= − (α + β)u′ + 2γ − β
r

= − r3β +A
2r(r −A) (α + β) + 2

γ − β
r

Donc la métrique est de la forme :

h = e2udt⊗ dt − (1 − A
r
)
−1

dr ⊗ dr − r2hΩ

avec :

u′ = r3β +A
2r(r −A) .

Le point (iii) est une généralisation de l’équation Tolman–Oppenheimer–Volkoff (appelée TOV).

Exemple 2.2.2.2: Suite 1 - deux exemples simples

On reprend les trois exemples de 2.2.0.1.

(1) Cas du fluide parfait. On est dans le cas où :

α ∶= κρc2 , β ∶= κP.
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Posons :
m(r) ∶= 4π∫

r

0
ρ(r)r2dr.

On a donc :

A(r) = ∫
r

0

8πG

c2
ρ(r)r2dr

= 2G

c2
m(r)

Ainsi par le théorème 2.2.2.1, on a :

(i) On a :

e2v = (1 − 2Gm(r)
c2r

)
−1

.

(ii) On a :

u′ = r
3κP + 2Gm(r)/c2

2r(r − 2Gm(r)/c2)

= 8πGr3P + 2Gc2m(r)
2c2r(c2r − 2Gm(r))

(iii) On a :

P ′ = −8πGr
3P + 2Gc2m(r)

2c2r(c2r − 2Gm(r))
(ρc2 + P) .

(iv) La métrique est de la forme :

h = e2udt⊗ dt − (1 − 2Gm(r)
c2r

)
−1

dr ⊗ dr − r2hΩ

(2) Cas avec constante cosmologique. On est dans le cas où :

α ∶= −Λ , β ∶= Λ.

On a donc :

A(r) = −∫
r

0
Λr2dr = −Λr

3

3
.

Ainsi par le théorème 2.2.2.1, on a :

(i) On a :

e2v = (1 + Λr2

3
)
−1

.

(ii) On a :

u′ = r3Λ −Λr3/3
2r(r −Λr3/3)

= Λr

3 −Λr2

Donc il existe une constante k telle que :

u = −1
2
ln ∣3 −Λr2∣ + k

Ainsi on a :

e2u = e
2k

3
∣1 − Λr2

3
∣
−1

.
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(iii) La métrique est de la forme :

h = e
2k

3
∣1 − Λr2

3
∣
−1

dt⊗ dt − (1 + Λr2

3
)
−1

dr ⊗ dr − r2hΩ

(3) Cas du fluide parfait avec constante cosmologique. On est dans le cas où :

α ∶= κρ −Λ , β ∶= κP +Λ.

On a donc :

A(r) = ∫
r

0
(κρc2 −Λ) r2dr = 2Gm(r)

c2
− Λr3

3
.

Ainsi par le théorème 2.2.2.1, on a :

(i) On a :

e2v = (1 − 2Gm(r)
c2r

+ Λr2

3
)
−1

.

(ii) On a :

u′ = r
3 (κP +Λ) + 2Gm(r)/c2 −Λr3/3
2r(r − 2Gm(r)/c2 +Λr3/3)

= 24πGr3P + 6Gc2m(r) −Λc4r3
2c2r(3c2r − 6Gm(r) +Λc2r3)

(iii) On a :

P ′ = −24πGr
3P + 6Gc2m(r) −Λc4r3

2c2r(3c2r − 6Gm(r) +Λc2r3)
(ρc2 + P ) .

(iv) La métrique est de la forme :

h = e2udt⊗ dt − (1 − 2Gm(r)
c2r

+ Λr2

3
)
−1

dr ⊗ dr − r2hΩ

2.2.3 Métrique extérieure

On fait deux hypothèses :

● il existe un réel R > 0 tel que :

∀r > R, α(r) = −β(r).

● la métrique est asymptotiquement plate i.e. on a :

lim
r→∞

gii = ηi.

Théorème 2.2.3.1: Forme de la métrique extérieure

On a pour r > R :

h = c2 (1 − A
r
)dt⊗ dt − (1 − A

r
)
−1

dr ⊗ dr − r2hΩ.
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Démonstration. On a :

0 = α(r) − α(r)
= α(r) + β(r)
= G00 +G11

= r−1e−2v (2v′ − r−1) + r−2 + r−1e−2v (2u′ + r−1) − r−2

= r−1e−2v (u′ + v′)

Donc on a u′ + v′ = 0. Ainsi il existe une constante C telle que :

u + v = C

Comme l’espace temps est asymptotiquement plat, on a :

lim
r→∞

e2u = g00 = c2η00 = c2 , lim
r→∞
−e2v = g11 = η11 = −1

i.e. on a :
lim
r→∞

u = ln c , lim
r→∞

v = 0.

Ainsi on a :
C = lim

r→∞
(u + v) = ln c.

On a donc u = ln c − v et :

e2u = e2 ln c−2v

= c2e−2v

= c2 (1 − A
r
)

Exemple 2.2.3.2: Suite 2 - deux exemples simples

On reprend les exemples (1) et (3) de 2.2.2.2 du fluide parfait avec ou sans constante cosmologique
(voir aussi 2.1.2.1 et 2.2.0.1). On suppose pour les deux exemples qu’il existe une constante R > 0
telle que :

ρ(r) ∶= { ρ(r) si r ≤ R
0 si r > R. , P (r) ∶= { P (r) si r ≤ R

0 si r > R.

(a) La masse de l’objet central est définie par :

M ∶=m(R) = 4π∫
R

0
ρ(r)r2dr.

Ainsi pour tout r ≥ R, on a :
m(r) =m(R) =M.

(b) Le rayon de Schwarzschild est défini par :

Rs ∶= A(R) =
2G

c2
m(R) = 2GM

c2
.

On a donc :

A(r) = 2G

c2
m(r) = Rs

M
m(r).

On traite les deux exemples.
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(1) On se place dans le cas où :
α ∶= κρc2 , β ∶= κP.

Grâce à l’exemple (1) de ??, la métrique est de la forme :

h = (1 − Rs

r
)dt⊗ dt − (1 − Rs

r
)
−1

dr ⊗ dr − r2hΩ.

(3) On se place dans le cas où :
α ∶= κρc2 −Λ , β ∶= κP +Λ.

Grâce à l’exemple (3) de ??, la métrique est de la forme :

h = (1 − Rs

r
+ Λr2

3
)dt⊗ dt − (1 − Rs

r
+ Λr2

3
)
−1

dr ⊗ dr − r2hΩ.

Corollaire 2.2.3.3: Métrique statique

Pour r > R, la métrique h est statique.

Démonstration. Comme v est indépendante du temps et que :

u = ln(c) − v

Ainsi u est indépendante de t. Donc la métrique h est statique pour r > R.

Par (E1) et (E2), on voit aussi que β et γ sont indépendantes de t pour r > R.

2.2.4 Métrique intérieure

On suppose que :

● α est constante sur [0,R] i.e. il existe une constante α0 telle que sur [0,R], on ait α = α0. On suppose
que :

α = α0 <
3

R2

la condition sur α0 est due à la racine carrée
√
3 − α0r2 apparaissant dans les résultats de cette sous-

section.

● γ ∶= β, β indépendante de t et β est continue en r ∶= R, on pose :

βR ∶= β(R−) = β(R+).

● pour tout r > R, on a :
α(r) = −β(r).

cette condition nous permettra de raccorder la métrique intérieure avec la métrique extérieure.

Dans toute cette sous-section, on a donc :

r ≤ R ∶ Sjl ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

α0 0 0 0
0 β(r) 0 0
0 0 β(r) 0
0 0 0 β(r)

⎞
⎟⎟⎟
⎠

r > R ∶ Sjl ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

α(r) 0 0 0
0 −α(r) 0 0
0 0 −α(r) 0
0 0 0 −α(r)

⎞
⎟⎟⎟
⎠
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On a donc sur [0,R] :

A(r) = ∫
r

0
α0r

2dr

= α0r
3

3

Théorème 2.2.4.1: Métrique intérieure

On a pour r ≤ R :

h = c2

4
√
3α2

0

(3 (α0 + βR)
√
3 − α0R2 − (α0 + 3βR)

√
3 − α0r2)

2
dt⊗ dt − 3

3 − α0r2
dr ⊗ dr − r2hΩ.

Démonstration. Par (B1) et comme γ = β, on a :

u′ = − β′

α0 + β
.

Donc il existe une constante C1 telle que :

u = − ln ∣α0 + β∣ +C1.

On a :

α0 + β = G00 +G11

= 2r−1e−2v (v′ + u′)

= 2r−1 (1 − A
r
)(v′ + u′)

= 2r−1 (1 − α0r
2

3
)(v′ + u′)

et :

reC1 = r exp (u + ln ∣α0 + β∣)
= reu ∣α0 + β∣
= reu (2r−1e−2v ∣v′ + u′∣)
= 2eue−2v ∣v′ + u′∣ > 0

Donc par continuité de v′ + u′, ε ∈ {±1} tel que ∣v′ + u′∣ = ε(v′ + u′). Avec U ∶= eu, on a donc :

reC1 = 2eue−2v ∣v′ + u′∣
= 2εeue−2v (v′ + u′)

= 2εu′eue−2v − εeu d

dr
(e−2v)

= 2εu′eu (1 − α0r
2

3
) + 2εα0r

3
eu

= 2ε(1 − α0r
2

3
)U ′ + 2εα0r

3
U.

Donc U est solution de l’équation différentielle :

(E) ∶ 2ε(1 − α0r
2

3
) y′ + 2εα0r

3
y = reC1
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On a :

α0 <
3

R2
≤ 3

r2

i.e. on a 1 − α0/r2 ≥ 0. Ainsi les solutions homogènes sont engendrées par la fonction :

r z→ exp(−∫
r

0

2εα0r/3
2ε (1 − α0r2/3)

dr) = exp(1
2
ln (1 − α0r

2/3)) =
√

1 − α0r2

3
.

On a la solution particulière constante :

r z→ 3εeC1

2α0
.

Donc il existe une constante C2 telle que :

U = 3εeC1

2α0
+C2

√
1 − α0r2

3
.

Calculons les deux constantes C1 et C2.

● Utilisation de β(R−) = βR = β(R+). On a :

reC1 = reu ∣α0 + β∣ = εr (α0 + β)U
i.e. on a :

e−C1 (α0 + β)U = ε
et donc en R−, on a :

ε = e−C1 (α0 + β(R−))U(R)
= e−C1 (α0 + βR)U(R)

= e−C1 (α0 + βR)
⎛
⎝
3εeC1

2α0
+C2

√
1 − α0R2

3

⎞
⎠

= 3ε (α0 + βR)
2α0

+C2 (α0 + βR) e−C1

√
1 − α0R2

3

i.e. on a :
εeC1

2α0
= −C2

(α0 + βR)
(α0 + 3βR)

√
1 − α0R2

3
.

● Utilisation de le continuité de la métrique en R. Comme :

g00(R−) = g00(R+)
on a :

c2 (1 − α0R
2

3
) = c2 (1 − A(R)

R
)

= g00(R+)
= g00(R−)
= e2u(R−)

= U(R−)2

=
⎛
⎝
3εeC1

2α0
+C2

√
1 − α0R2

3

⎞
⎠

2

=
⎛
⎝
−3C2

(α0 + βR)
(α0 + 3βR)

√
1 − α0R2

3
+C2

√
1 − α0R2

3

⎞
⎠

2

= 4C2
2

α2
0

(α0 + 3βR)2
(1 − α0R

2

3
)
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i.e. on a :

C2 = ±
c (α0 + 3βR)

2α0

et donc :

εeC1

2α0
= ∓c (α0 + βR)

2α0

√
1 − α0R2

3

Ainsi on a :

eu = U = ∓3c (α0 + βR)
2α0

√
1 − α0R2

3
± c (α0 + 3βR)

2α0

√
1 − α0r2

3
.

Ainsi on a :

e2u = c2

4α2
0

⎛
⎝
3 (α0 + βR)

√
1 − α0R2

3
− (α0 + 3βR)

√
1 − α0r2

3

⎞
⎠

2

= c2

4
√
3α2

0

(3 (α0 + βR)
√
3 − α0R2 − (α0 + 3βR)

√
3 − α0r2)

2

D’où le résultat.

Corollaire 2.2.4.2: Forme intégrale et valeur au centre de β

(i) On a :

β = α0
(α0 + 3βR)

√
3 − α0r2 − (α0 + βR)

√
3 − α0R2

3 (α0 + βR)
√
3 − α0R2 − (α0 + 3βR)

√
3 − α0r2

.

(ii) On a :

βc ∶= lim
r→0+

β = α0
(α0 + 3βR)

√
3 − (α0 + βR)

√
3 − α0R2

3 (α0 + βR)
√
3 − α0R2 − (α0 + 3βR)

√
3
.

Démonstration. On a :

α0 + β = εeC1e−u

eu = ∓3c (α0 + βR)
2α0

√
1 − α0R2

3
± c (α0 + 3βR)

2α0

√
1 − α0r2

3
.

εeC1 = ∓c (α0 + βR)
√

1 − α0R2

3

Donc on a :

β = εeC1e−u − α0

=
∓2cα0 (α0 + βR)

√
1 − α0R2/3

∓3c (α0 + βR)
√
1 − α0R2/3 ± c (α0 + 3βR)

√
1 − α0r2/3

− α0

= 2α0 (α0 + βR)
√
3 − α0R2

3 (α0 + βR)
√
3 − α0R2 − (α0 + 3βR)

√
3 − α0r2

− α0

= α0
(α0 + 3βR)

√
3 − α0r2 − (α0 + βR)

√
3 − α0R2

3 (α0 + βR)
√
3 − α0R2 − (α0 + 3βR)

√
3 − α0r2

D’où le résultat pour βc en passant à la limite r → 0.
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Exemple 2.2.4.3: Suite 3 - deux exemples simples

On reprend les exemples (1) et (3) de 2.2.3.2 du fluide parfait avec ou sans constante cosmologique
(voir aussi 2.1.2.1, 2.2.0.1 et 2.2.2.2). On suppose pour les deux exemples qu’il existe une constante
R > 0 telle que :

ρ(r) ∶= { ρ0 si r ≤ R
0 si r > R. , P (r) ∶= { P (r) si r ≤ R

0 si r > R.
Ainsi on a :

PR = P (R−) = P (R+) = 0
On traite les deux exemples.

(1) On est dans le cas où :
α ∶= κρc2 , β ∶= κP.

On remarque que :

α0R
2

3
= A(R)

R
= Rs

R
α0r

2

3
= α0R

2

3

r2

R2
= Rsr

2

R3

(i) La métrique est de la forme :

h = c
2

4

⎛
⎝
3

√
1 − Rs

R
−
√

1 − r
2Rs

R3

⎞
⎠

2

dt⊗ dt − (1 − r
2Rs

R3
)
−1

dr ⊗ dr − r2hΩ

(ii) On a :

P = ρ0c2
√
1 −Rsr2/R3 −

√
1 −Rs/R

3
√
1 −Rs/R −

√
1 −Rsr2/R3

.

(iii) On a :

Pc ∶= lim
r→0+

P = ρ0c2
1 −
√
1 −Rs/R

3
√
1 −Rs/R − 1

.

(3) On est dans le cas où :
α ∶= κρc2 −Λ , β ∶= κP +Λ.

On remarque que :

α0R
2

3
= Rs

R
− ΛR2

3
α0r

2

3
= α0R

2

3

r2

R2
= Rsr

2

R3
− Λr2

3

On a donc :
βR = β(R−) = β(R+) = Λ.

(i) La métrique est de la forme :

h = c
2

4

⎛
⎝
3

√
1 − Rs

R
+ ΛR2

3
−
√

1 − r
2Rs

R3
+ Λr2

3

⎞
⎠

2

dt⊗ dt − (1 − r
2Rs

R3
+ Λr2

3
)
−1

dr ⊗ dr − r2hΩ

(ii) On a :

P = ρ0c2
√
1 −Rsr2/R3 +Λr2/3 −

√
1 −Rs/R +ΛR2/3

3
√
1 −Rs/R +ΛR2/3 −

√
1 −Rsr2/R3 +Λr2/3

.

(iii) On a :

Pc ∶= lim
r→0+

P = ρ0c2
1 −
√
1 −Rs/R +ΛR2/3

3
√
1 −Rs/R +ΛR2/3 − 1

.
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2.2.5 Cas où β(r) = 0 pour r > R

On se place dans les conditions de la sous-section précédente. On suppose de plus qu’on a deux tenseurs :

r ≤ R ∶ S(1)jl ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

α0 0 0 0
0 β(r) 0 0
0 0 β(r) 0
0 0 0 β(r)

⎞
⎟⎟⎟
⎠

, S(2)jl ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

λα0 0 0 0
0 µβ(r) + δ(r) 0 0
0 0 µβ(r) + δ(r) 0
0 0 0 µβ(r) + δ(r)

⎞
⎟⎟⎟
⎠

r > R ∶ S(1)jl ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠

, S(2)jl ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠

avec α0, λ et µ des constantes réelles et :

δ(r) ∶= { δ(r) si r ≤ R
0 si r > R.

On suppose que S(2)jl et S(2)jl sont solutions des cinq équations fondamentales du début de la section.

On va vouloir ensuite étudier les limites newtoniennes des formules trouvées. On rappelle dans le cas
classique ce qu’est la limite newtonienne.

Exemple 2.2.5.1: Limite newtonienne

En limite newtonienne usuelle, on demande que :

(1) que la vitesse v du fluide soit très petite devant la vitesse de la lumière i.e.

v << c

donc on a :

P ≡ 1

2
ρv2 << ρc2.

(2) que le rayon de Schwarzschild soit très petit devant la position r et devant le rayon R i.e. on a :

Rs =
2GM

c2
<< r,R.

Dans le cas où G ∶=∶ c = 1, on a donc :

P << ρ
m(r),M,Rs << r,R

Définition 2.2.5.2: Définition de la limite newtonienne

Soit un tenseur :

Sjl ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

α0 0 0 0
0 β(r) 0 0
0 0 β(r) 0
0 0 0 β(r)

⎞
⎟⎟⎟
⎠

On dit qu’un tenseur Sjl vérifie la condition newtonienne s’il vérifie les conditions suivantes :

(i) on a :
α0r

2, α0R
2 << 1.
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(ii) on a :
β << α0.

Proposition 2.2.5.3: Approximation newtonienne de β

Soit un tenseur :

Sjl ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

α0 0 0 0
0 β(r) 0 0
0 0 β(r) 0
0 0 0 β(r)

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Supposons que Sjl vérifie les cinq équations fondamentales et qu’il vérifie la condition newtonienne.

(i) Alors on a :

β ≈ α
2
0

12
(R2 − r2) .

(ii) Alors on a :

βc ≈
α2
0

12
R2.

Démonstration. (i) Comme β(r) = 0 pour r > R (et donc βR = 0), on a :

β = α0

√
3 − α0r2 −

√
3 − α0R2

3
√
3 − α0R2 −

√
3 − α0r2

= α0

√
1 − α0r2/3 −

√
1 − α0R2/3

3
√
1 − α0R2/3 −

√
1 − α0r2/3

= α0

(1 − α0r
2/6) − (1 − α0R

2/6)
2

≈ α
2
0

12
(R2 − r2)

(ii) On a :

βc = lim
r→0+

β(r) ≈ α
2
0

12
R2.

Exemple 2.2.5.4: Suite 4 - deux exemples simples

On reprend l’exemple de 2.2.4.3 du fluide parfait sans constante cosmologique (voir
aussi 2.1.2.1, 2.2.0.1, 2.2.2.2 et 2.2.3.2). On suppose que :

α0 ∶=
8πG

c2
ρ0 , β ∶= 8πG

c4
P.

On retrouve en approximation newtonienne les approximations standards :

P ≈ 2πG

3
ρ20 (R2 − r2)

Pc ≈
2πG

3
ρ20R

2
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Proposition 2.2.5.5: Conditions pour avoir 2 TOV égaux

Supposons que S(1)jl et S(2)jl soient solutions des cinq équations fondamentales.

(i) On a :

δ = α0

(3 − µ)F (R2)F (λr2) + (1 − 3µ)F (r2)F (λR2) + 3(µ − 1) [F (R2)F (λR2) + F (r2)F (λr2)]
(3F (λR2) − F (λr2)) (3F (R2) − F (r2))

avec :
F (x) ∶=

√
(3 − α0x).

(ii) En approximation newtonienne, on a :

δ ≈ α
2
0

24
[(3 − µ) (R2 + λr2) + (1 − 3µ) (r2 + λR2) + 3(µ − 1)(1 + λ) (r2 +R2)] .

Démonstration. (i) Par le corollaire 2.2.4.2, on a deux formes intégrales pour β et µβ + δ :

(F1) ∶ β = α0

√
3 − α0r2 −

√
3 − α0R2

3
√
3 − α0R2 −

√
3 − α0r2

(F2) ∶ µβ + δ = α0

√
3 − λα0r2 −

√
3 − λα0R2

3
√
3 − λα0R2 −

√
3 − λα0r2

On en déduit en faisant (F2) − µ(F1) que :

δ = α0

√
3 − λα0r2 −

√
3 − λα0R2

3
√
3 − λα0R2 −

√
3 − λα0r2

− µα0

√
3 − α0r2 −

√
3 − α0R2

3
√
3 − α0R2 −

√
3 − α0r2

= α0

(3 − µ)F (R2)F (λr2) + (1 − 3µ)F (r2)F (λR2) + 3(µ − 1) [F (R2)F (λR2) + F (r2)F (λr2)]
(3F (λR2) − F (λr2)) (3F (R2) − F (r2))

(ii) On a :

α0r
2, α0R

2 << 1.

Donc on a pour x ∶= r2,R2, λr2, λR2 :

F (x) ≈
√
3(1 − α0x

6
) .

Ainsi on a :

δ ≈ α
2
0

24
[(3 − µ) (R2 + λr2) + (1 − 3µ) (r2 + λR2) + 3(µ − 1)(1 + λ) (r2 +R2)] .

Corollaire 2.2.5.6: Cas λ ∶= −1 et µ ∶= 1

On se place dans le cas où λ ∶= −1 et µ ∶= 1.
(i) On a :

δ = 2α0
F (R2)F (−r2) − F (r2)F (−R2)

(3F (−R2) − F (−r2)) (3F (R2) − F (r2)) .

(ii) On se place en approximation newtonienne.
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(a) On a :

δ ≈ α
2
0

6
(R2 − r2) ≈ 2β.

(b) On a :

S(1)jl ≈
⎛
⎜⎜⎜
⎝

α0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠

, S(2)jl ≈
⎛
⎜⎜⎜
⎝

−α0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

Exemple 2.2.5.7: Suite 5 - deux exemples simples

On reprend l’exemple de 2.2.5.4 du fluide parfait sans constante cosmologique (voir
aussi 2.1.2.1, 2.2.0.1, 2.2.2.2, 2.2.3.2 et 2.2.4.3). On suppose que :

α0 ∶=
8πG

c2
ρ0 , β ∶= 8πG

c4
P.

On se place dans le cas où λ ∶= −1 et µ ∶= 1.
(i) On a :

δ = 28πG
c2

ρ0
F (R2)F (−r2) − F (r2)F (−R2)

(3F (−R2) − F (−r2)) (3F (R2) − F (r2))
avec :

F (x) ∶=
√
3 − 8πGρx/c2.

(ii) On se place en approximation newtonienne.

(a) On a :

δ ≈ 2πG

3
ρ20 (R2 − r2) ≈ 2P.

(b) On a :

S(1)jl ≈
⎛
⎜⎜⎜
⎝

8πG
c2
ρ0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠

, S(2)jl ≈
⎛
⎜⎜⎜
⎝

−8πG
c2
ρ0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

2.2.6 Exemple de la métrique Reissner–Nordström

On étudie dans cette sous-section la métrique de Reissner-Nordström. Elle correspond au champ gravi-
tationnel d’un corps chargé, non rotatif, à symétrie sphérique de masse M et charger q.

On commence par une proposition.

Proposition 2.2.6.1: Expression simple de α et β

Supposons que pour tout r > R :

α(r) = −β(r) = ν0 +
ν1
r4
.

Posons :

As ∶= A(R) −
ν0R

3

3
+ ν1
R
.
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On a pour r > R :

h = c2 (1 − As

r
− ν0r

2

3
+ ν1
r2
)dt⊗ dt − (1 − As

r
− ν0r

2

3
+ ν1
r2
)
−1

dr ⊗ dr − r2hΩ.

Démonstration. On a pour r > R :

A(r) = ∫
r

0
α(r)r2dr

= ∫
R

0
α(r)r2dr + ∫

r

R
α(r)r2dr

= A(R) + ∫
r

R
ν0r

2dr + ∫
r

R

ν1
r2
dr

= A(R) − ν0R
3

3
+ ν1
R
+ ν0r

3

3
− ν1
r

= As +
ν0r

3

3
− ν1
r

Ainsi on a :

1 − A
r
= 1 − As

r
− ν0r

2

3
+ ν1
r2
.

Le tenseur énergie-impulsion est déduit du tenseur électromagnétique. On suppose qu’il n’y a pas de
champ magnétique et que le champ électrique n’a qu’une composante radiale. On donne la définition du
tenseur énergie impulsion.

Définition 2.2.6.2: Définition du tenseur énergie impulsion

En coordonnées polaires sphériques, le tenseur énergie impulsion est définit par :

Tjl ∶=
1

µ0
(1
4
ηjlFikF

ik − ηlkFjiF
ki)

avec :

Er ∶=
Q

4πε0r2
, Fjl ∶=

⎛
⎜⎜⎜
⎝

0 Er/c 0 0
−Er/c 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠

, F jl ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

0 −Er/c 0 0
Er/c 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Le tenseur énergie-impulsion a alor une forme simple.

Lemme 2.2.6.3: Valeur des composantes du tenseur énergie impulsion

On a :

Tjl =
Φ

r4

⎛
⎜⎜⎜
⎝

−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟
⎠

avec :

Φ ∶= − GQ2

4πε0c4r4
.

David Pigeon 111 Calculs pratiques en relativité générale
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Démonstration. Comme :

F01F
01 = F10F

10

on a :

Tjl =
1

µ0
(1
4
ηjlFikF

ik − ηlkFjiF
ki)

= 1

µ0
(1
4
ηjl (F01F

01 + F10F
10) − ηlkFj0F

k0 − ηlkFj1F
k1)

= 1

µ0
(1
2
ηjlF01F

01 − ηl1δj,1F01F
01 − ηl0δj,0F01F

01)

= F01F
01

µ0
(1
2
ηjl − ηl1δj,1 − ηl0δj,0)

On a deux cas.

(1) Cas j ≠ l. On a :

Tjl =
F01F

01

µ0
(1
2
ηjl − ηl1δj,1 − ηl0δj,0)

= 0

(2) Cas j = l. On a :

T00 =
F01F

01

µ0
(1
2
η00 − η01δ0,1 − η00δj,0)

= −F01F
01

2µ0

T11 =
F01F

01

µ0
(1
2
η11 − η11δ1,1 − η10δ1,0)

= F01F
01

2µ0

T22 =
F01F

01

µ0
(1
2
η22 − η21δ2,1 − η20δ2,0)

= −F01F
01

2µ0

T33 =
F01F

01

µ0
(1
2
η33 − η31δ3,1 − η30δ3,0)

= −F01F
01

2µ0

Et comme c2ε0µ0 = 1, on a :

F01F
01

2µ0
= − Er

2µ0c2

= − GQ2

4πε0c4r4

= Φ

r4
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On reprend les notations des exemples de ce chapitre (voir par exemple 2.1.2.1) avec :

α(r) ∶= { κc
2ρ(r) −Λ +Φ(r) si r ≤ R

−Λ + Φ0

r4
si r > R.

β(r) ∶= { κP (r) +Λ −Φ(r) si r ≤ R
Λ − Φ0

r4
si r > R.

γ(r) ∶= δ(r) ∶= { κP (r) +Λ +Φ(r) si r ≤ R
Λ + Φ0

r4
si r > R.

Posons :

R2
Q =

Q2G

4πε0c4
.

Pour r > R, on a donc :

h =
⎛
⎝
1 − Rs

r
− Λr2

3
+
R2

Q

r2
⎞
⎠
dt⊗ dt −

⎛
⎝
1 − Rs

r
− Λr2

3
+
R2

Q

r2
⎞
⎠

−1

dr ⊗ dr − r2hΩ
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[19] K. Schwarzschild, Über das Gravitationsfeld einer Kugel aus inkompressibler Flussigkeit nach der Ein-
steinschen Theorie, Sitzungsberichte der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Klasse fur
Mathematik, Physik, und Technik, p. 424, (1916).

[20] R. M. Wald, General Relativity, University of Chicago Press, (1984).

[21] A. G. Walker, On Milne’s theory of world-structure, Proceedings of the London Mathematical Society,
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