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~ Glaber. Dut Alad Wisg,  (1176)

Uber dats' ':Graﬁtatio_nsfeld eines_ MaSsenpunkteS |
nach der EINSTEINschen Theorie._

Von K. ScHWARZSCHILD.

(Vorgelegt am 13. Januar 1916 (s. oben S. 421.)

§ 1. Hr. Ewnsteiy hat in seiner Arbeit iiber die Perihelbewegung
des Merkur (s. Sitzungsberichte vom 18. November 1915) folgendes
Problem gestellt:

Ein Punkt bewege sich gemif der Forderung

: Sfds =0, l
wobei (1)
ds = V_E_gmdxﬁdx, = r,.z.,a,.4]

ist, g,, Funktionen der Variabeln x bedeuten und bei der Variation
am Anfang und Ende des Integrationswegs die Variablen x festzuhalten
sind. Der Punkt bewege sich also, kurz gesagt, auf einer geoditischen
Linie in  der du.rch das menelement ds charakterlslexten Manmg-
faltigkeit.

-~ Die Ausfuhmng der Va.natlon ergibt die Bewegungsglelchungen
des Punktes -

d.r dw ‘ ' :
—2 5_1,2,3,4 (2)
wobei - -
R L .__-_ _2 - _a_gu agé___agw, ____._: ()____
T = _ ax i Pt BT L

ist und g=* dle zu g“ﬁ, koordmlerte und nmn:uert;e Subdetermmante in "
__der Determinante | g,, | bedeutet. e ——— v =% =
..+ Dies ist nun nach der Einstrinschen T heone da.nn dle Bewegung_
—eines masselosen Punktes in dem Gravitationsfeld einer im Punkt
~#, = &, = x, — o befindlichenMasse, wenn" d}ﬁﬁomponenter&es;

'-Grawtanonsfeldes «T' uberall ‘mit Ausnahme des Punktes T=0,=0,
*den » Feldglelchun gen« - =

— _,’_ L ._




< ‘-.a.I'\c: : - : P '. I .‘ - ; : =
2 “’_+§: sTi=o0 (4

e 3__2:, o s

oenugen und wenn zuglemh die »Determmantenglemhung«

g, =

Die Feldglelchungen in Verbmdung m1t der Determmantenﬂemhung
haben die fundamentale Eigenschaft, daB sie ihre Gestalt behalten bei
der Substitution beliebiger andrer Variablen an Stelle von «,, x,, z,, z,,
falls nur die Subst1tutlomrletermmante gleich 1 ist. '

Sollen z,, x,, z, rechtwinklige Koordinaten, z, die Zeit bedeuten

soll ferner die Masse im Nullpunkt zeitlich unvemnderhch sein, und

soll die Bewegung im Unendlichen gleichformig gradlinig sein, so sind
gemiB Hrn. Einsteins Aufzihlung a.a. 0. S. 833 noch folgende Forde-
rungen zu erfiillen:
1. Alle Komponenten smd von der Zeit zx, undbhmg1g
2. Die Gleichungen g,, = g,, = O gelten exakt firp =1, 2, 3.
3. Die Losung ist rdumlich symmetrisch um den Anfangspunkt
~des Koordinatensystems in dem Sinne, dal man wieder auf
dieselbe Losung stéBt, wenn man z,, x,, 2, einer orthogonalen
Transformation (Drehung) unterwirft. ’
4. Die g,, verschwinden im Unendlichen, mit Ausnahme fol-

gender vier von null verschiedener Grenzwerte:

944 : II? gn — gzz - g33 =—1.

"

_ Das Problem ist, ein Linienelement mit solchen Koeffizienten

4Eerm—zu—*¢erfugenv—w;chnger ist, daB die Reehmmgzuolemb_dle_em___"'
~deutige Bestimmtheit der Losung ergibt, iiber die Hrn. ErssteiNs Be- -

ausfindig zu machen, daB die Feldgleichungen, die Determi-
~ nantengleichung und diese vier Forderungen erfiillt werden.
---_.___§ 2. Hr. Eivsteiyhat - gezeigt, daB dies Problem in erster Ni-.
herung auf das Newronsche Gesetz fiihrt und daB die zweite Naherung

= die bekannte Anomalie in der Bewegung des Merkurperihels- richtig —

Wlederg1bt Die folﬁ'ende Rechnung liefert die strenge Losung des
Problems. Es ist immer angenehm, iiber strenge Losungen einfacher

erfullt ist.” : A - —

_einstellt, wohl auch nur schwer durch ein solches Annaherungsver—
tahren erw1esen Werden kounte,_[h& folgendeu Zeﬂen fuhren also dazu,_

'_____handlung noch Zweifel heB und die nach' dei- Art, wie sie sich unten
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ds .._FdP—Gfdx -i-dJ +d2’)—H(mdw+ydy+zdz)

Wobel T G, H Funktionen von r = =V 4y +y + 2* sind.
Die Eordemnw (4) verla,nort Fir r=o0c0: F=G =1, H=o0.
Wenn man zu Polarkoordinaten gemil z = rsmS‘cos ¢, Y=
7 sin S~ sin (p , 2 = TCO0S Y ubexgeht lautet dasselbe L1menelement

ds* = Fdt* ——G(dr +7r*dS* +r*sin’ Sd¢ )——-Hr dr? 6
= Fdt* — (G + Hr*)dr*— Gr* (dS* + sin® $d¢?). .( b

Indessen ist das Volumenelement in Polarkoordinaten gleich
r*sin SdrdSde, die Funktionaldeterminante der alten noch den neuen
Koordinaten 7*sin & ist von 1 verschieden; es wiirden also die Feld-
gleichungen nicht in unverinderter Form bestehen, wenn man mit
diesen Polarkoordinaten rechnete, und man wiirde eine umstindliche
Transformation ausfihren missen. Ein einfacher Kunstgriff gestattet
jedoch, diese Schwierigkeit zu umgehen. Man setze

?13
r,=—, &L,=— —COSS, T,=¢. (7)

-

o)

“Dann gilt fiir das Volumenelement: 7°dr sin 9d3d¢ = dv, dx, dr,. Die
neuen Variablen sind also Polarkoordinaten von der Determi-
nante 1. Sie haben die offenbaren Vorziige von Polarkoordinaten fiir die -
Behandlung des Problems, und zugleich bleiben fiir sie, wenn man
noch ¢ = z, hinzunimmt, die T Feldgleichungen und die Determinanten-
gleichung in unveriinderter Form erhalten.

In den neuen Polarkoordinaten lautet das Linienelement:

rt——rt I— &5

ds* :Fdscj-——(i+—) a’x:——Gr’[ i +dm (I*-‘I?:)] , (8)
..Wofur wir schreiben wollen:

s =, dwi—f e e

Dann sind f., f, =f,, f, drei Funktionen von z,, -welche folgende Be-
dingungen zu-erfiillen haben ' | S—

e

1. Firae, =oo: f==— 3.1‘,)_“"3 f=f3 —¥ ia ﬁ_(3_$,)’f3, T =1." "

2. _DiémDetermmantenglelchung: firforfofi=1.

3. Die Feldgleichungen. - —

4. Die f stetig, auBer fir z, =o. i :

~ § 4. Um die Feldcrlemhungen aufstellen zu_konnen,'_"_muﬁ
zunacnst dle dem L1n1ene1ement—fg)—€ﬂt‘spr€cherr&en Komponegten—&

inden




_- eiement (9) ergében é1ch durch dle Varla,tlon“unmmtelbar in der Form
e d’

{ af; da, "1 Bf S Bf o dx —— d.z";;
=/ ds 2 Ba: (E—)+ 2 ax ds ‘__2 oz, | 1—a? ds +(I m) ds) |
_:.__.f,_ of, -1 dum, da: o, _da:,_. 2 % O e IO P
__'I—a:’ ds +3x,__1__7_—:p, ds ds +;1 ds_ +E’_ds s

'd’x af, Az, dz, d.'z: dm, - - '

=40= P ds___zf’ *“ds ds
= d’a: d‘)‘; dv, dmz, 5 ' - L
f"ds Bm*c_i?ds_'_ ot
~ Der Vergleich mit (2) gibt die Komponenten des Gravltatmnsfeldes.
- - . 1 _i __afll . _ ..._____._I. af_ S - ——
L= _—2"?,_ g, > =t /. 0z, 1 —.1:: ’
1 1 4f,
I = S —
t33 2‘]‘;83?;( x_z)s
SRS N 5. ] AN o - _
N A T
’ re o ! 1 df, o % -
T T e T T = Tal—m)
T 11 df, N x
3 = T JZ 3= 2 "
Fa_’ 2 f, dx, ’ B =+ 1—a2’
LI L/ N
* 2 f, dw,

(die iibrigen null).

Bei der Rotationssymmetrie um den Nullpunkt geniigt es, die
Feldgleichungen nur fiir den Aquator (z, = 0) zu bilden, so daB man, :
da nur einmal differenziert wird, in den vorstehenden Ausdriicken !
iberall von vorneweg 1—a} gleich 1 setzen darf. Damit liefert dann -
die Ausrechnung der Feldgleichungen

~a)

1 /1 Of\ 1 94\ 1 /1 3f\ ,
"?(?”?i—)+(27£2)"'"2"(2'8{;)" ———
1 (df, ' . |

)
I af; 2 _ B
£ 4(3.23,.)' P '
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 AuBer diesen drei Gleichungen haben die Funktmnen f,, f,, f; noch
die- Determmantenglemhung zu erfiillen -

E T o
flf:faz'“—l oder f a,[: f ax fjf,%__

" Tch lassé zuniichst (b) weg und bestimme die drei Funktionen fisFasfs
aus (a), (¢) und (d). (¢) JiBt sich umstellen in die Form

: (} 3{;) _flﬂ g{- ?;

Das liBt sich unmittelbar integrieren und gibt

(3,
.f4 Aaxx

(a) und (c') addiert geben

(s et )= ) e

Verbunden mit (d) folgt

= 0.

= of,, - (« Integrationskonstante)

Integriert
L 3 N .
= —&, +— (o Integrationskonstante) ———
1 df, 2 2
. 2 :Bl
oder '
1 of, 2

IS — f, 0x, 3%, p ’
__ Nochmals integriert A — |
. : S f = A (32, + P)""3 T Integrationskonstante)

D1e Bedmgung im Unendhchen fordert: A =-1. Also- |

fo= Qo+ (10) |

—Damit __ergibt;_SiQI_i' weiter aus (¢”) und (d)__-_-_,____._

Oz, mff“ f — Ga+p™ R
~ Integriert in Rﬁcksic_hp__ auf die Bedingung im Unendhchen |
et = I"“(3‘” +P) R S (1)
T e e




= Die Gleichun; '. (b) ist;—wie man leae.ht.‘ iachrechnet;=m t'den-gefuﬁdenep
~-Ausdriicken- vonf: und f. von- selbst erfillt: = = —
= Damit sind alle Forderungen befriedigt bis-auf dxe Stehgkelts-—-‘- -

bedlngung Es wird f, unstetig, wenn - il wiire.
= a{3.r +F}—n3 - 3, =m3__F sefzur
s ! = an de
ot ist. Damit diese Unstetigkeit mit dem Nullpunkt zusammenfillt, ‘muf3 I . B
e _p=d (13) i —_der A
8 sein. Die Stetigkeitsbedingung verkniipft also in dieser Weise die | SaG0
beiden Integrationskonstanten p und . e ZWISC
Die vollstindige Lisung unsrer Aufgabe lautet jetzt so: &
A rav
1 1 = : _ ;
T, W f‘= ST f2=f3 = R* = f;_—'l—d/R, 1 - tlSC]’IE
§ Ry 1— '.'\’.R T | = - eleme
wobei die Hilfsgrofe b= | &5 . abhii
. R = (32,4 p)" = (r*+ ) ; drei
eingefiihrt ist. . L2 ueg;i_l.l;
Setzt man diese Werte der Funktionen f im Ausdruck (g) des | medi
Linienelements ein und kehrt zugleich zu gewdohnlichen Polarkoordi- ¥ _
naten zuriick, so ergibt sich das Linienelement, welches die ‘ (
strenge Lésung des Einsteinschen Problems bildet: :
{ G’R, : 2 23 0 .‘I : f: :
ds* = (1— a;:’ﬁ}d{’-—!—a:!—?—— (A +sin® Sd¢7), R = (rP-+a%) 2. (14)
Dasselbe enthilt die eine Konstante z. welche von der Grife der im (
Nllllplmkr- befindlichen Masse abhiingt. A e
§ 5. Die Eindeutigkeit der Lésung hat sich durch die vor- -
stehemle Rechnung von selbst ergeben. Dall es schwer wiire, aus
einem Anniiherungsverfaliren nach Hrn. Ewnsteins Art die Eindeutig- |
keit zu erkennen, sieht man an folgendem: Es hatte sich oben, -bevor i e

noch die Stetigkeitsbedingung herangezogen war, ergeben:

j::

Wenn « und p klein sind, so liefert die Reihenentwicklung bis auf Fiilu
Grofen AWEltel‘ Ordnung:

Ga,+p)~P ()
I—-x(3x,+p}_”3 T I—ac{r‘*‘—i—p)"” i

iden
tete

' Jkury
Dieser Ausdruck, zusammen mit den entsprechend entwickelten von

fos [us Ji» befriedigt innerhalb derselben Genauigkeit alle Forderunigen
des Problems. Die Stetigkeitsforderung liefert innerhalb dieser An- :
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niherung nichts Neues hinzu, da von selbst nur im Nullpunkt Un-
stetigkeiten auftreten. Es scheinen also die beiden Konstanten « und p.
willkiirlich zu bleiben, womit das Problem physikalisch unbestimmt
wire. Die strenge Losung lehrt, daB in Wirklichkeit bei der Fort-
setzung der Niherungen_die Unstetigkeit nicht im Nullpunkt, sondern

~ an der Stelle » = («*—p)"® eintritt, und daB man gerade p = &® setzen
muB, damit die Unstetigkeit in den Nullpunkt riickt. Man miiBte bei
der Annikerung nach Potenzen von « und p das Gesetz der Koeffi-
zienten schon sehr gut iiberblicken, um die Notwendigkeit dieser Bindung
zwischen « und p zu erkennen. \

§ 6. Es ist schlieBlich noch die Bewegung eines Punktes im
Gravitationsfelde, die zu dem Linienelement (14) gehorige geodi-
tische Linie, abzuleiten. Aus den drei Umstinden, daf ‘das Linien-
element homogen in den Differentialen ist und seine Koeffizienten un-
abhiingig von ¢ und von g sind, ergeben sich bei der Variation sofort
drei intermediiire Integrale. Beschrinkt man sich gleich auf die Be-
wegung in der Aquatorebene (3 = 90° d$ = 0), so lauten diese inter-
medidren Intecrra.ie -

dt (o (dR\ _ (de\
(1—«/R) (ds)- I_“/R( ) R(E)—const}._fa, (15)

d — - S
’%:const.:c, ~ (16)

o dt : '
{I—oc/lﬁ)}}; = const. = 1 (Festlegung der Zeiteinheit). (17)

. Daraus_folgt o

- - - 4 vy
L —— (dR) +R*( 1—a./R '-—;«[I—h([—a/R)] S
o \de
oder fir 1/R =z . . .
| (f-f—f) N Sl SN (18
A \de)- ¢ e
. —h : i
Fuhrt man - die Bezewhnungen % =B, = W = 24 ein, S0 ist dies

1dentlsch mit I-Irn EinsTEINs Glemhung (11) a.a.0. und gibt die beobach- .
= tete Anomalie des Merkurperihels.
_ Uberhaupt geht hiernach Hrn. ErxsTeixs Annaherung fur dle Ba.hn- —=

kurve in die strenge Losung iiber, wenn man nur statt r die Grﬁﬁe

e AR/ e
R=r '*‘“3)'!3_?(14-? ) RN 1




—geschmnd:lgkelﬁEmhmt‘dle Llchtgeschwmdrgkem) 1st;:s0‘lst“d1€Kl ;

—~ mer selbst fiir Merkur " nur um GroBen der Ordnung 107~** von' 1. ver— __
s _gc_:hwden Es ist also praktisch R mit 7 identisch und Hrn. EINSTEINS
Anna.herung fiir die entferntesten Bediirfnisse der Praxis ausreichend..

———Zum SchluB soll noch die strenge Form des dritten Krprerschen -

Gesetzes fir Kreisbahnen abgeleitet Werden Fur die kaelgeschwm-

dlgken; n = %(P- gilt nach (16) und (17), wenn man & = I /R emfuhrt;

n=—cx (I—ax)

2

: F ur Krelsba.hnen muld sowoh dcp- d: Das gibt nach (18)
' | 1—h  ha ' z’m _ - b
—_— = pe -+ = T—x*4axd, 0= ?—-—2x+ 3axt

Die Elimihation von.]a ‘aus diesen beiden Gleichungen 1iefer_t

a=2¢0"z(1—ax)’
Damit folgt

2 2R* T 2(r*+4ad)’
Bis zur Sonnenoberfliche hin ist die Abweichung dieser Formel vom
_ dritten KepLerschen Gesetz villig unmerklich. Fiir einen idealen Massen-
punkt folgt aber, daB die Winkelgeschwindigkeit nicht, wie beim New-

ronschen Gesetz, unbegrenzt wichst beﬂ/erklemerung des Bahnradius,
sondern sich einer bestimmten Grenze

I
a2
néhert. (Fir einen Punkt von Sonnenmasse wird die Grenzfrequenz

rund 10 in der Sekunde.) Wenn fiir die Molekularkriifte #hnliche
Gesetze herrschen, kénnte dort dieser Umstand von Interesse sein.
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