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Uber das Gravitationsfeld einer Kugel
aus inkompressibler Fliissigkeit nach der
Einstemvschen Theorie.

Von K. SciwARZSCHILD.

(Vorgelegt am 24. Februar 1916 {s. oben S. 313].)

§ 1. Als ein weiteres Beispiel zur Eixsteinschen Gravitationstheorie
habe ich das Gravitationsfeld ciner homogenen Kugel von endlichem
Radius, die aus inkompressibler Fliissigkeit besteht. berechnet. Der Zu-
satz »aus inkompressibler Flassigkeit« ist erforderlich. weil in der Re-
lativitdtstheorie die Gravitation nicht nur von der Menge der Materie,
sondern aueh von deren Energie ablhidingt und z. B. ein fester Korper
von bestimmtem Spannungszustand cine andere Gravitation geben wiirde
als eine Flissigkeit.

Die Rechnung bildet eine wnmittelbare Fortsetzung meiner Mit-
teilung iiber das Gravitationsfeld eines Massenpunktes (diese Sitzungshe-
richte 1916, S. 189), welche ich kurz mit » Massenpunkt« zitieren werde.

§ 2. Dic Eixstrnschen TFeldgleichungen der Gravitation (diese
Sitzungsber. 1915, S. 843) lauten allgemein:

ore R .
>, P r +D UL =G,, . (1)

Die GroBen G, versehwinden. wo keine Materie vorhanden ist.
Im Innern ciner inkompressiblen Flissigkeit bestimmen sie sich aut
folgende Weise:  Der »gemischte Energictensor« einer rubenden in-
kompressiblen Flissigkeit ist nach IHrn. Eixsvais (diese Sitzangsber. 1914,

S. 1062, das dortige P verschwindet wegen der Inkompressibilitit)
7N=T =T}=—p, T;,=p, (e tbrigen T, = 0). (2)

Dabei hedeutet p den Druck, g, die konstante Dichte der Flissigkeit.
Der »kovariante Energietensore wird:

T, =X Ty, . (3)
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ts sei noch:
=1 =p—3p (4)

und: ¥ = 87'r/{.2,

wo £° die Gavssschie Gravitationskonstante ist.  Dann  lauten mnach
Hrn. Eixsraix (diese Berichte 1915, S, 835, Gl 2a) die rechten Seiten
der Feldgleichungen:

7 I 7]
GU.V - —x('[‘u.v_; 1,(/}‘" I‘)' (S)
Damit dic Flissigkeit im Gleichgewicht ist, miissen die Bedingungen
(ebenda Gl. 7a)
< T

+>31r:T:=o0 (6)
~dz, ==

erfiillt sein.

§ 3. Genau wic beim Massenpunkt sind auch fiir die Kugel die
allgemeinen Gleichungen auf den Fall der Rotationssyvmmetrie um den
Nullpunkt zu spezialisieren. Wie dort, empfichlt es sich, die Polar-
koordinaten von der Determinante 1:

7«3
£ :—é——, r,=—cos, x,=¢, x,=! (7)

cinzufithren. Das Linienclement muf3 dann. wie dort. die Form haben:

ds®* = f,dal—f, dx; —f, %i—:—j; dai(1—x7), (8)
so dall man hat:
oo = —Ji+ Yoo = — l_f‘tf s Yy =—f0—x0) . 9.,=/,
(die tbrigen ¢,. = 0) .

Dabei sind die f Funktionen nur von x,.
Auch ergeben sich fiir den Raum auBerhally der Kugel die dortigen
Lasungen (10), (11). (12):

fi=1—a3x,+p)7", fi=0Ga+p", [Lfi=1. )

wobei a und g zwei zunédchst willkiirliche Konstanten sind. die sich weiter-
hin aus Masse und Radius unsrer Kugel bestimmen miissen.

Es bleibt die Aufgabe. die Feldgleichungen fiir das Innere der Kugel
mittels des Ausdrucks (8) des Linienelements anzusetzen und zu losen.
Fiir die rechten Seiten erhiilt man der Reihe nach:
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T.:ZT:!}.x:"‘an Tzz=Ti‘gzz=_ Ipf 2 ? '
T, )
T33= T33.'/33=—pf=(l—‘c:)’ Tu"_— T:944=P0f4'
r xf, _ - 1
Glx_ 7 FO)7 (—732_ 2 | —2Z 2(]7 Po)9
. f g
(733 _Po) (’44 == j; (Po+3p)

Unverdindert vom Massenpunkt (§ 3) itbernehmen lassen sich die Aus-
driicke der Komponenten I, des Gravitationsfeldes durch die Funktion f
und die linken Seiten der Feldgleichungen.  Man erhilt im ganzen fol-
wendes System von Gleichungen, wenn man sich wiederum auf den
Aquator (x, = 0) beschrinkt:

Erstens dic drei Feldgleichungen:

1 d (1 df, 1 af, AN R YA AR
- (f dw)+ G ( )* 2 f: ("’&r,) Y (%.) = b

I ’ ] I a‘f; 1 1 8 5 2 ) »
Y dx, (f, ax,)_l 2 ff (51‘,) == ;fa(,-’o—“P) (b)

t 9 (1 9df, BRENETAN T w .
= s 0) + (e =~ LAt

Dazu kommt die Determinantengleichung:
SLEfi=1. (1)

Die Gleichgewichtshedingungen (6) licfern die eine Gleichuny:

dp _ plo f)f Po 1 df,
T or, [j, dx, f a.r 2 j; o,

Aus Irn. Einsteins allgemeinen Betrachtungen geht hervor, dali vor-
stehende 5 Gleichungen mit den 4 Unbekannten f,, f., f,, p mitein-
ander vertriiglich sind.

(e)

Wir haben cine Losung dieser 5 Gleichungen zu bestimmen, welche
im Innern der Kugel singularititenfrei ist. An der Kugeloberfliche
mufl p = o sein. und die Funktionen f nebst ihren ersten Derivierten
miissen dort stetig in die auBerhalb der Kugel geltenden Werte (g)
tihergehen.

Es soll zur Vereinfachung von jetzt an der Index 1 von ., weghleiben.

§ 4. Die Gleichgewichtsbedingung (¢} geht mit Ililfe der Deter-
minantengleichung iiber in:

dp _ fo+p 1 O,
~dx 2 f, ox’
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Das liBt sich sofort integrieren und gibt:

(po+p) Vj4 = konst. = vy. (10)
Dic Feldgleichungen (a) (b) (¢) lassen sich durch Multiplikation mit
den Faktoren —2, 42 f'— , —2 J: umsetzen in:
/. A

¢ (v df, 1 (df, 1 (0f, L (9, |
() o ()t (e oy (ortin
SCVAE C Af. 3, | ,
(/ a.@) 2% * o Jada — % f,(pa=—P) )

8 L 9f, _ 1 df, df,
().I,‘(f; a.v) fif dx da

Bildet man die Kombinationen @'+ 20"+ ¢ und «¢'+4 ¢, so erhilt man
unter Benutzung der Determinantengleichung:
fi 1 (3./2)2 2 df, df,

4_fz —‘7‘2; _gjl'_ j f "‘}x ’E‘)_&_+4x./‘lp (Il)

8 af, 2
O = 2- (; ax)—'_f, (%i) +2xf, (po+p) - {(12)

Wir wollen hier neue Variable cinfiihren, welche dadureh nahege-
legt werden, daBl sie sich nach den Krgebnissen beim Massenpunkt
auBlerhalb der Kugel sehr einfach verhalten, so daf sie auch die von
o, und p freien Teile der jetzigen (ileichungen auf eine einfache Form
bringen miissen.

+ 2 f, (po+ 3 P) (c)

0O =

Bs sei:  fi=#", fi=In"", fi=—. (13)
Cn
Dann ist nach (g) auBerhalh der Kugel:
= 3x+p, ‘;..—..:n'/"'—oc, (14)
dn dC
w3 0w (15)

Fithrt man diese neuen Variablen ein und ersetzt zugleich p,+p durch
vf, 7" gemiB (10), so gehen die Gleichungen (11) und (12) uber in:

dyn 0

5oL = 31 P+ 3T —3xp, (16)
. 0 y
253; = —3xy0" """, (17)
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Dic Addition dieser beiden Gleichungen ergibt:

21, azn an a:. . -,n-=i3 2 500
NL T P r — e )
"0xr*  dx dx ° vk
. : ’ s Lo W gl
Integrierender Faktor dieser Gleichung ist AP Die Integration liefert:
X

an ? .
- _ 1 . (A Integrat =
’ (a—x) = gy —3xpa-+9r . (18)

Dies zur 3/;ten Potenz erhoben, gibt:

Qi —?” 3=(9‘4""3-—”¢P 14+ Q92)".
' dx ore

Dividiert man (17) durch diese Gleichung, so fillt C heraus, und es
blcibt folgende Differentialgleichung fiir #:

0*n
2 2 1/6
I L. . M
a—n 3 (9n|*3_5xpon+)\)3ig -
ox
L dn . : . L
Hier ist wieder a integrierender Faktor. Die Integration gibt:
2 [ 9% dy (10)
e = Y| — —— 19
0 : (9n'° — 3%p.n+2)
o.r
und da:
2 20x
é\n 3‘11
o

ist, so folge durch nochmalige Integration:

xy [l J 7y
r= — | dny — — .
18 (_4,;3_ %P, _H)a‘ (20)
3

Hieraus folgt x als Funktion von » und durch Umkehrung » als Funktion
von . Ferner folgt {aus (18)und (19) und damit nach (13)die Funktionenf.
Somit ist unser Problem auf Quadraturen zuriickgefihrt.

§ 5. ks sind nun die Integrationskonstanten so zu bestimmen,
daB das Innere der Kugel singularitiitenfrei bleibt und an der Kugel-
oberfliche der stetige AnschluB an dic AuBenwerte der Funktionen f
und ihrer Derivierten bewirkt wird.
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An der Kugeloberfliiche sei r=r,, r =a,. n = n, usw. Die Stetig-
keit von v und § kann stets durch nachtriigliche geeignete Bestimmung
der Konstanten « und ¢ in (14) gewahrt werden. Damit auch die Deri-

. o d dC :
vierten stetig bleiben und gemiiBi (1 5) ( ) = 3 und ( =, " wird,
(1] ({3

dx du

mufl nach (16) und (18) sein:

iz, —y6 - ' X0,
Y = Po\glllfzna ’ -a — n:I‘B_ L na+)\' (2 l)
J

Daraus folgt
G P =(f).=1— ’E‘;—"n:’3+7\n;'f’3.
Also
= 0, V(f)a- (22)

Man sicht aus dem Vergleich mit (10), dal hiermit auch die Bedingung

d
p = 0 an der Oberiliche befriedigt ist. Die Forderung (aj) =
X/,

liefert folgende Bestimmung fiir die Integrationsgrenzen in (19):

2d.x e al e d _
o,.{n'=1_fg[ —r (23)
;. (n'13_ "(3 n_'_)\)
J

und damit erfihrt (20) die folgende Bestimmung  der Integrations-
grenzen:

T

ntiédn

se—z) =n—n+ 2 fdy| ~5e - (24)
6 _ xP 3/2
1/3 d
n 'J (11 ' vs 7 -t )\)

Die Obertlichenbedingungen sind hiermit simtlich erfiillt. Unbestimmt
sind noch die “heiden Konstanten z, und 2. welche durch die Stetig-
keitshedingungen im Nullpunkt festgelegt werden.

Wir miissen zundichst fordern. daff fiir @« = o auch » = o wird.
Wire das nicht der Fall. so wére f, im Nullpunkt eine endliche Grofie,
und cine Winkelinderung ¢ = da, im Nullpunkt, welche in Wirk-
lichkeit gar keine Bewegung bedeutet, witrde cinen Beitrag zum Linien-
clement geben.  Damit folgt aus (24) die Bedingung zur Festlegung
von ,:

Ya Ya

A xlﬁd
xy nan
a,=9,——|d ~ 25)
3 7 6} nf | o, e (2°
A e e ol
3
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7. wird schlieBlich festgelegt durch die Forderung. daB3 der Druck
im Zentrum der Kugel endlich und positiv bleiben soll, woraus nach
(10) folgt. daB3 dort f, endlicli und von Null verschieden bleiben muB.

Man hat nach (13). (18) und (23):

. , Xpo . .
gn—”:(l— ; .413_'_,‘,) !fs)

. Yo
xy
l s S

|-

Es werde zundchst 2 Z o vorausgesetzt.

—
Pa—

Al xyyel
Jo= | K+ ;|
wobei:
. ®y : 9" ds
K=" "
6 ( T .
Y|t — g a
3

gesetzt ist.
k" = o ist.
Falle ergibt sich fiir ¥ = o ein endliches und von

(n‘f’:‘! i

;

Im Mittelpunkt (v == o) wird also f, unendlich. aulier wenn
Ist aber A = o, so verschwindet f, fir v = o.

. 1Cdy Iz . 28)
_}:& Y+ }\)3/2 I
3 .

Dann folgt fiir sehr kleines #:

(27)

In keinem
Null verschiedenes f..

Man siehit daher, daBl die Voraussetzung 2z o nicht zu physikalisch
brauchbaren lLosungen fiihrt. und es folgt, dafl 2 = o sein muf.
o] &Y

§ 6. Mit der Bedingung 7 = o sind nunmelr alle Integrationskon-

stanten festgelegt. Zugleich werden die auszufihirenden Integrationen sehr
cinfach. Tibhrt man statt 4 eine neue Variable o, ein dureh die Definition:

XPo

5
)

sin y, = ]

|f3 ( . ]/X.D: ;,3) (
o sin 7y, == u.2),
3

2

8)

so verwandeln sich die Gleichungen (13). (26), (10), (24), (25) durch

clementare Rechnung in die folgenden:
3 ( 3 COS ¥,y — COS %,
o 2

A sin®7y, , f;

).

2 COS Yo

ffif,=1. (20)

%P,
P°+p=P°

» [ X J——
AL =r —(

3 €OS Yq— COS Y,

3

(30)

1 i 4
COS Yg 'x,—-;smz'x, —?sm% . {31)

Die Konstante 7, bestimmt sich aus Dichte p, und Radius r, der Kugel

nach der Relation:

( )3/? 3 - 9 ( l .. )
2= " Cos Y, | Na— — Sin 2%,

%P,

3

4 s

(32)

)
S sindy, .
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Die Konstanten ¢ und s der Losung fiir das &ulere Gebiet folgen aus
(14) 7u:

F - ‘411 -_3"-u o = 7]"/3___ L‘:rl

und erhalten die Werte:

%P, -—32 by I .
¢ = *{OE [ ) sin? Viw — 2 COS Y, ("){Ju-— S 2%, ] (33)
3 2 4 » 2
o (xso) | ssin’y, . (34)

Das Linienelement im Innern der Kugel nimmt, wenn
man statt &, €, &, (/@) die Variabeln 3, §, ¢ benutzt, die einfache
Gestalt an:

2

3 COS Y, — COSY | 3
ds’ = (" % T %) dt* — 7 dy? 4 sin® o, dS* 4+ sin oy, sin* Sdog’|. (35)
X G,

AuBerhalb der Kugel bleibt die Form des Linienelements
dieselbe, wie beim Massenpunkt:

ds = (1— % Y — ar I (dS* + sin® qu{")]
{ 3

wobel: REP=r3+4p

ist. Nur wird p nach (33) bestimmt, withrend fiir den Massenpunkt
p=a? war.

§ 7. An die iin vorigen Paragraphen enthaltene vollstindige Lo-
sung unseres Problems kniipfen sich folgende Bemerkungen.

t. Dasriumliche Linienclement (df= o)im Innern der Kugel lautet :

—de = 3 [ + sin® o dS* + sin® y, sin* Sd ¢ .
JCPO

Dies ist das bekannte Linienelement der nichteuklidischen so-
genannten Geometrie des sphirischen Raumes. Im Innern unsrer
Kugel herrseht also die Geometrie des sphérischen Raumes.
Der Krimmungsradius des sphiirischen Raumes wird ]/ 3. Unsere

Xfoq
Kugel bildet nicht etwa den ganzen. sondern nur einen Teil des sphé-

w
rischen Raumes, da 7, nicht bis —, sondern nur bis zur Grenze %,
2

wachsen kann. Fiir die Sonne wiirde der Kriimmungsradius des sphii-
rischen Raumes, der die Geometrie in ihrem Innern beherrscht, rund
das s00fache des Sonnenradius (vgl. Formel (39) und (42)). .
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Es ist ein interessantes Ergebnis der Eixsteinschen Theorie, daB sie
fiir die Geometrie des sphiirischen Raumes. welche hisher als eine bloe
Miglichkeit zu gelten hatte. Realitiit innerhalb gravitierender Kugeln
fordert.

Iuncrhalh der Kugel sind » natiivlich gemessenc« Lingen die Grolien:

|/f73 dy, , l/3 sin %, dS, I = N sin 7, sin Sd¢. (37)

%6, TR
Der vom Kugclmittelpunkt bis zu ihrer Oberfliche »innen gemessenes«
Radius wird:
P, = ]/ . (39)
xpo

Der Umfang der Kueel, Linegs eines Meridians (oder jedes anderen
O b = 2
grifiten Kreises) gemessen und durch 27 dividiert, heiie der »auien

s folet:

7

gemessenc« Radius P,

u

P, =

@

l Sill 'Xm . (39)
%o
Nach dem Ausdruck (36) des Linienelements aufierhalb der Kugel ist
dies P, offenbar identisch mit dem Wert B, = (r2+p)", den die Va-
riable I? auf der Kugeloberfliche annimmt.

Mit dem Radius P, erhilt man fiir & aus (34) die einfachen
Bezichungen:

o %P,

-~ =sin*vy,, o= P (10)
P, Koa s ‘ +

Das Volumen unserer Kugel wird: .

! 2

V= (I / ) j(l'x, sin® fd: sin Sf(l(p
I a
(V2 Y (s,

Die Masse M unscerer Kugel wird daher (x = 8747

= V= / 3 — ' .
M Po 4Az l V-Po( 2 sim 2%:1) (4‘)

2. Man entnimmt den Bewegungsgleichungen eines Punktes von
unendlich kleiner Masse aulerhalb unserer Kugel, welehe dieselbe Form
wie beim Massenpunkt  (dortige Gleichungen (15)—(17)) behalten,
folgende Bemerkungen:
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In grofier Entfernung erfolgt die Bewegung des Punktes nach dem
Niwronschen Gesetz, wobei /2 k' die Rolle der anzichenden Masse
spiclt. Es kanun daher o/2 47 als »Gravitationsmasse« unserer Kugel be-
zeichnet werden.

Lit man ferner einen Punkt aus der Ruhe im Unendlichen bis
zur Kugeloberflaiche herabfallen. so erhiilt die »natiirlich gemessenec
Fallgeschwindigkeit den Betrag:

a =

1 ] ‘(iR _'/ o
Vi—a/R ds

6, = =V
R,
s ist also nach (40):
g = SiN %y, (42)

Fir die Sonne ist die Fallgeschwindigkeit rund /.00 Lichtge-
schwindigkeit. Man dberzeugt sich leieht, da3 bei dem kleinen hieraus
sich ergebenden Wert von 7, und 7, (< y,) alle unsre Gleichungen bis
auf die bekannten Lixstrinschen Effekte zweiter Ordnung in die der
Newroxschen Theorie iibergehen.

3. Fir das Verhiiltnis der Gravitationsmasse /2 & zur substan-
ticllen Masse JM findet man

o 2 sin? o,

2l M 1 2
) Yo S0 2%, 43)

[#X)

Mit wachsender Fallgeschwindigkeit ¢, (= sinvy,,). wachsender
Massenkonzentration nimmt hiernach das Verhiltnis der Gravitations-
masse zur substantiellen Masse ab. Es erkliart sich dies daraus, daB
z. B. bei konstanter Masse und zunchmender Dichte der Ubergang zu
kleinerem Radius unter Energieabgabe (Verminderung der Temperatur
dureh Ausstrahlung) erfolgt.

4. Die Lichtgeschwindigkeit in unserer Kugel wird:

2
0= (44)

]
J cos Y, —CcosYy,

I .
sic wiichst also vom Betrag ——— an der Oberfliche bis zum Betrag
COS W

D

——— im Mittelpunkt. Die Druckgrifle p, 4+ p wichst nach (10)
3 ¢cos Y, —1

und (30) proportional der Lichtgesehwindigkeit.
Im Kugelmittelpunkt (¢, = 0) werden Lichtgeschwindigkeit und
Druck unendlich. sobald cos y, = 1,3 . die Fallgeschwindigkeit gleich

V8/g der (natiirlich gemessenen) Lichtgeschwindigkeit geworden ist. s
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ist damit cine Grenze der Konzentration gegeben. iiber die hinaus eine
Kugel inkompressibler Flissigkeit nicht existieren kann. Wollte man
unsere Gleichungen auf Werte cosy,, < 1/3 anwenden, so erhiclte man
bereits auBlerhalb des Kugelmittelpunktes Unstetigkeiten. Man kann
jedoeh fir groBeres o, Lésungen des Problems finden, welehe wenig-
stens aullerhalb des Kugelmittelpunktes stetig sind, wenn man zu dem
Fall 2 o iibergeht und die Bedingung A = o (Gl. 27) erfillt. Auf dem
Wege iiber diese Losungen. welche freilich physikalisch hedeutungslos
sind. da sic unendlichen Druck im Mittelpunkt ergeben, kann man zu
dem Grenzfall einer auf einen Punkt konzentrierten Masse iibergehen
und findet dann auch die Relation p = &* wieder. welche nach der
fritheren Untersuchung fiir den Massenpunkt gilt. Es sei hier noch be-
merkt, daB man von einem Massenpunkt nur reden kann, insofern man
die Variable » benutzt, welche sonst auffillizerweise fir die Geometrie
und Bewegung innerhalb unsres Gravitationsfeldes keine Rolle spielt.
Fiir eincn auBen messenden Beobachter folgt gemidB (40), dal3
cine Kugel von gegebener Gravitationsmasse o 2k* keinen
kleineren aullen gemessenen Radius haben kann. als:

P, =u.
Fiir eine Kugel aus inkompressibler Flissigkeit wird die
b} b
Grenze g 8a. (Fiur die Sonne wird o gleich 3 km, fir eine Masse
von 1 g gleich 1.5-107% em.)

Ausgegeben am 6. April.



